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不管数学多么抽象，其任何一个分支总有一天都会运用到现实世
界的现象中去。

——尼古拉·罗巴切夫斯基

如果人们认为，数学并不简单，其唯一的原因就在于，他们没有
发现生活有多么复杂。

——约翰·冯·诺依曼



引言

游戏和数学之间有什么关系？数学游戏除了有娱乐价值，是否能
够模拟现实生活中的情境？假如从数学的角度分析某个游戏，我们需
要哪些信息，又能得出什么结论？我们是否能够通过数学来研究人类
行为，并且利用它做决策？

这些问题仅仅是本书将要尝试回答的一部分。这是一本有关数学
和游戏的书。与其他涉及该方面的书不同，本书的内容并不是各种依
靠大量技巧完成的游戏，而是在分析某些游戏的基础上，涵盖了一系
列数学概念、过程和理论。

通过对相关材料的研究，本书试图表明，数学中的二分法，比如
严肃数学或趣味数学、纯粹数学或应用数学，实际上就像是同一枚硬
币的正反两面，甚至更确切地说，像是一个四面体的四个面。最初，
游戏似乎只是一种娱乐，而我们在分析游戏的过程中引入了数学，将
其变成一种纯粹的智力愉悦。由于博弈论的存在，对游戏的数理性研
究就成了数学与现实情境之间关系的最相关的学科分支之一。

本书的第一章阐述这门学科的历史，梳理数学和游戏之间的历史
关系；第二章和第三章分别对不含运气因素的游戏（所谓的完全信息
博弈）和含有运气因素的游戏进行研究分析。在第二章中，我们通过
几个策略小游戏的例子，论述了如何通过分析游戏，得出某种可能获
胜的游戏方法（制胜策略），并对分析游戏过程中涉及的数学问题进
行探索。在第三章中，我们探讨了游戏中基本的概率问题，赌博游戏
需要计算可能性的大小，这个过程会涉及概率论的基本原理。

最后两章是对博弈论的介绍，该理论是数学的一个分支，是由约
翰·冯·诺依曼在20世纪早期创立的。该理论从多方面研究人类行为，从
而帮助人们在经济、政治、军事机构以及动物行为等领域做出最佳决
策。该理论将博弈作为数学模型，以此触发现实情境。



博弈论分析了某些困境，例如在懦夫博弈中，为了获胜，可以冒
多大的风险？以及在囚徒困境中，是保持沉默还是揭发对方？这两个
经典难题反映的局面，在现实世界中的很多事件中都会出现，对抗与
合作之间的冲突往往会让我们很难做出最佳抉择。即使我们无法利用
数学找到明确的解决办法，但是在对不同可能性、对抗风险和合作优
势的量化过程中，如何摆脱困境，也会逐渐明了起来。



第一章 数学和游戏的关系简史

人生值得享受，玩最棒的游戏……并且要赢。

——柏拉图

数学是绝对严谨的，抑或具备游戏的色彩？只有纯粹数学隶属真
正的学科，还是应用数学也不例外？当然，这两个问题的答案既可以
是“是”，也可以是“否”。然而，这样的回答完全可以被解读为试图回避
问题，所以我们可以换个角度进一步思考一下，我们当初为什么会提
出这些问题。

数学的存在，是不是为了解决其自身领域的问题？数学的产生，
是不是源自其他学科或领域所出现的问题？关于这两方面的争论由来
已久。我们可以从科学历史的回顾过程中得到某些启发。从本质上
说，古埃及和巴比伦数学属于一门应用科学，其相关记载流传至今。
然而，到了希腊人那里，事情发生了改变。数学变成了表现绝对真理
的工具——一门纯粹的科学，研究抽象实体，比如数字和图形。不过
令希腊人意外的是，很多时候，包括在日常生活和其他科学探索过程
中，他们往往会突然用到这些数字和图形。

可以说，从最广义上讲，数学存在的目的在于解决和回答有关我
们这个世界的问题。然而，由于数学是一种独特的人类活动，它同时
也取决于其实践者生活和工作的文化环境。正是这种文化环境，决定
了哪些问题更重要，更需要被解决。



游戏的趣味性与数学计算并不冲突；相反，往往那些计算最为精准的玩家才会赢

严肃数学和趣味数学，纯粹数学和应用数学

本书中最重要的人物之一——约翰·冯·诺依曼，在题为《数学在科
学和社会中的作用》（The Role of Mathematics in Science and Society）
的演讲中，解释了很多伟大的数学思想是如何在没有考虑任何用途或
使用价值的情况下发展起来的。相反，结果显示，那些由数学家创立
的理论、模型和方法却可以用来解决和回答某些截然不同的知识领域
里的问题。同时，很多数学思想已经变得无处不在。尽管数学似乎远
离现实，但是我们几乎可以在生活的各个方面发现它的踪影。

我们绝对不能说，冯·诺依曼是一个忽视其理论应用的数学家，毕
竟他是应用数学的一个分支——博弈论的创始人之一，这个称谓可不
是白来的。他向我们解释，很多科学成就的出现，往往是因为研究者
不再关注其研究用途，而是在寻找智力愉悦的好奇心的引导下从事科
学研究。事实上，在演讲的结尾，冯·诺依曼指出，假如把科学研究严
格限制在应用层面，那么人类原本可以取得的科学进步会远不及现在
的实际水平，而且正是得益于这种“放任自流”的研究方法，才有了数
学领域众多的非凡成就。



对比数学的应用性，接下来让我们转向该学科的趣味性。这门科
学如此抽象，还能给我们带来乐趣吗？这一次，我们仍然要从数学历
史中寻找答案。在这一章中，我们要看一下，在几乎所有历史时期，
谜题和游戏中的数学是如何体现，并且催生出新理论的，比如概率
论、图论，当然还有博弈论。

谜题、游戏和数学问题有一个共同点——它们代表着一种智力挑
战，接受该挑战的玩家需要努力解决问题，战胜对手。对于外行的旁
观者来说，这种努力很艰难，甚至是枯燥的。而对那些享受智力挑
战、喜欢这种需要“思考”的游戏的人来说，这种活动会给他们带来极
大的满足感。究其原因，正如米格尔·德·古斯曼（Miguel de Guzmán）
所说，一直以来，数学就是一种游戏，尽管它同时还有许多其他的意
义。

数学本身就有重要的追求价值，用途广泛，遍及生活的各个领
域，而且数学问题经常很难解开（就像有些最棒的游戏都很难玩一
样），但这并不一定意味着数学很枯燥。当然，某些教学实践会让我
们产生这样的联想。那些毫无意义的习题与数学无关。相反，任何专
注于数学的人都知道，它是非常刺激而有趣的。



很多传统的游戏都可以从博弈论的角度来分析

简单回顾一下数学和游戏的历史，就会发现从古埃及到21世纪，
数学的趣味性一直存在。尽管“游戏”一词通常用来指有趣的个人或集
体活动，但是从现在开始，它将被用于区分数学谜题和游戏。谜题是
指由单人完成的趣味性问题，而游戏则是指至少有两个人参与的活
动，玩家的主要目标是战胜对手。另外，我们分析游戏是为了制定获
胜的策略。在不含运气因素的有限博弈中，有了这些策略，我们就能
赢；而在含有运气因素的博弈中，这些策略能提高我们获胜的概率。



17世纪之前的数学和游戏

从诞生之日起，数学的历史就与游戏密不可分。事实上，自从人
类开始玩游戏，并且与此同时开始发展数学，我们所说的严肃数学和
趣味数学（即数学谜题）就一直是错综复杂、不可分割的，这种情况
一直持续到17世纪之前。1612年，法国出版了第一部专门致力于数学
谜题的专著——《既有趣又令人惬意的问题》（Problèmes Plaisants et
Délectables qui se Font par les Nombres），作者是克劳德-加斯帕尔·巴谢
·德·梅齐里亚克（Claude-Gaspar Bachet de Méziriac）。从那以后，数学
开始逐渐向这两个方面分化。然而，二者依然会频繁地产生交集，比
如费马和帕斯卡关于概率的先驱性著作，以及众多伟大的数学家——
从牛顿到欧拉，再到高斯，都曾对数学谜题很感兴趣。到20世纪中
期，有关博弈论的严肃数学已经明确形成。

古代文明中的游戏和数学

在伟大的文明古国巴比伦和古埃及，棋盘游戏和休闲游戏已经出
现，二者实际上都用到了数学。埃及的塞尼特棋和巴比伦的乌尔皇室
博弈，是流传至今的两种最早的棋盘游戏。我们可以在《莱因德纸草
书》（Rhind Papyrus）中找到相关证据。这是埃及已知最早的数学古
籍之一，其创作时间大约可以追溯到公元前1650年，于大约公元1850
年在拉美西斯二世大型坟墓的发掘中被发现。1856年，它在卢克索被
亚历山大·亨利·莱因德（Alexander Henry Rhind）购得，现藏于伦敦英
国国家博物馆。该古籍涉及一些有关分配和度量的计算问题，实用性
较强，还包括其他一些数学问题，体现出一定的娱乐性。

举例来说，《莱因德纸草书》中的第24个问题是“Aha,a quantity
plus one seventh of it makes 19”。这句话用现在的说法就是：求一个数
值，该数值与其七分之一之和等于19。这个问题很简单，用一次方程
就能解出答案，不过古埃及人显然并不知道这种方法。纸草书的作者



阿默斯（Ahmes）运用了一种有趣的技巧，叫作试位法。古埃及人就是
用这种方法解决了很多算术问题。在这个例子中，解答方法如下：阿
默斯假设这个数值是7，然后做出如下计算：7+7×1/7=8。

结果不是19，于是他又尝试计算数值8乘以多少能得出19，也就是
说他用19除以8。这一步在古埃及数学中的算法如下：

（8×）2——16

（8×）1/4——2

（8×）1/8——1

纳菲尔塔莉皇后，拉美西斯二世的妻子，从她陵墓前厅中的一幅壁画上可以看到，她正在玩塞
尼特棋

由此得出：19/8=2+1/4+1/8。



然 后 他 用 7 乘 以 2+1/4+1/8 ， 得 出
14+（1+1/2+1/4）+（1/2+1/4+1/8）=16+1/2+1/8，继而得出16+5/8，即
16.625。

由此，读者可以看出古埃及数学的两大特点：能进行运算；会使
用分数。在进行除法运算时，抄写员阿默斯发现2的三个幂值（16、2
和1）相加即为19，于是他计算了三个幂值的八分之一——2、1/4、
1/8，然后将这些值相加。

古老的游戏——塞尼特棋

塞尼特棋是已知最古老的棋盘游戏之一。有记录显示，古埃及人
会玩这种游戏。在古埃及皇室和平民坟墓的多处考古遗迹中都曾发现
相关证据，包括描绘人们下棋场景的图片和镶嵌画等。1991年，T.肯德
尔和R.梅对其进行了复刻，不过其明确的规则已不可考。他们还发
现，塞尼特棋对亡灵的命运具有重要的象征意义，死者需要在冥王奥
西里斯的注视下与自己的命运进行对决。《亡灵书》（Book of the
Dead）中暗指，亡灵的来世取决于这个游戏的结果。游戏玩家以将对
方的七个棋子移除棋盘为胜。塞尼特棋里有四根半圆柱短棍，一面是
平的，另一面呈圆凸状，其功能相当于骰子。玩家将四根短棍同时掷
出，根据平面向上的短棍数量，可能会出现五种结果。

该塞尼特棋盘中标出了第一步的走法。下面是具有骰子功能的短棍



乌尔皇室博弈，历史逾4000年

与古埃及的塞尼特棋一样，乌尔皇室博弈也是已知最早的棋盘游
戏之一。1920年左右，英国建筑师伦纳德·伍利爵士在苏美尔人的乌尔
城发现了一个雕刻华美的棋盘。其历史已有4000多年，现藏于伦敦英
国国家博物馆。人们认为，这是皇室和贵族玩的一种游戏。它发现于
陵墓中，意味着它属于陪葬品，或许是为了陪伴死者来生再玩。

跟塞尼特棋一样，乌尔皇室博弈的游戏规则已不可考，不过从挖
掘到的残骸（包括棋盘、7颗白色珍珠母棋子和7颗黑色板岩棋子，以
及6个三角棱锥形骰子）来看，这应该是一种竞赛游戏。该棋盘形状怪
异——共有20个格子，其中包括一个3×2格的矩形、一个3×4格的矩
形，以及一个1×2格的矩形，为棋子的行进路线提供了有力的提示。

乌尔皇室博弈的棋盘中标出了玩家双方第一步的可能走法

这位抄写员在处理分数计算时，只使用了分子为1的分数，即单位
分数，也叫埃及分数。古埃及人设计的这种分数计算法十分新奇，在
不同历史时期，很多著名的数学家都曾对此进行研究，其中包括：意
大利比萨的列奥纳多（Leonardo de Pisa，1175-1250），他是一位生活
在中世纪的伟大数学家，也是验证埃及分数可行性的第一人；英国人
詹姆斯·约瑟夫·西尔维斯特（James Joseph Sylvester，1814-1897），在
单位分数和的基础上发现了表达分数含义的新方法；匈牙利人保罗·厄



多斯（Paul Erdös，1913-1996），是20世纪研究成果最丰富的数学家之
一，他设计了大量与埃及分数相关的开放性问题，并给出了解决方
法。

中世纪的游戏和数学

由于我们对数学和游戏的关系仅做概述，所以只能着重叙述其历
史中最有趣的部分。现在让我们跨入13世纪，看一下这一时期有哪些
突破。比萨的列奥纳多，更广为人知的名字是斐波那契，他就生活在
这个世纪。他著有《计算之书》（Liber Abaci，1202），将十进制数字
系统引入了西方。书中包括著名的兔子繁殖问题，并由此提出了有趣
的数列1，1，2，3，5，8，13，21，34……即斐波那契数列。该数列
的规律非常简单：最开始的两项为1，之后的每一项都是前面相邻两项
之和。不过，它具备许多有趣的属性，比方说，它与黄金比例
（Φ=（1+ ）/2）密切相关，如果an代表斐波那契数列的某一项，当n
趋于无穷时，比值an/an-1将无限接近黄金比例。

《平方数书》（Liber Quadratorum）出版于1225年，也是斐波那
契的重要作品之一。他在该书中讨论了在西西里岛举行的腓特烈二世
宫廷数学竞赛。他参与了这场比赛，并且战胜了巴勒莫的胡安。这是
一场真正的智力竞赛，参赛选手会给对手设计一系列问题，看谁在最
短的时间里解决最多的问题。唯一的条件是，问题的提出者必须有答
案。斐波那契设计了这样一个问题：一个数字的平方数不管是加5还是
减5，都会得出另一个平方数。有趣的是，该书出版的年份是1225年，
1225就是一个完美的平方数（前一个平方数是1156，后一个平方数是
1296），这也是斐波那契有生之年唯一一个数字为平方数的年份。

阿拉伯的伊本·赫里康（Ibn Kallikan）是与斐波那契同一时代的学
者，他首次将著名的国际象棋发明者的传奇故事写成了书：《西萨·班·
达伊尔和印度国王舍罕的历史故事》（The History of Sissa Ben Dahir
and the Indian King Shirham，1256）。在这个传说中，国际象棋的发明



者名叫西萨，舍罕国王答应赏给他任何想要的礼物，而西萨利用这个
机会，成功地将国王戏弄了一番。西萨要求国王在棋盘的第一格里放
一粒麦子，第二格里放两粒麦子，第三格里放四粒麦子，第四格里放
八粒麦子，以此类推，以后每一格里的麦粒都要增加一倍，直到放满
第64格。国王原以为西萨的要求简直就是小儿科，可后来才发现他根
本 无 力 满 足 。 事 实 上 ， 20+21+……+262+263=264-
1=18446744073709551615。这个数字比全世界小麦的年产量还要多。

同样是在13世纪，具体地说是在1283年，“智者”阿方索十世的
《对弈集》（Book of Games）问世。相比数学方法，这本书更加关注
游戏。尽管如此，书中对于游戏的分析也十分有趣。书中介绍了当时
盛行的游戏分类（包括运气游戏和策略游戏的分类），提出了制胜策
略中体现的知识水平。除了国际象棋和各种运气游戏，该书还写到了
中东跳棋。这是已知最古老的策略游戏，即不含运气因素的游戏。

文艺复兴时期的数学和游戏

文艺复兴时期的数学主要以一批数学家为代表，包括塔尔塔利亚
（Tartaglia）、卡尔达诺（Cardano）、邦贝利（Bombelli）、费拉里
（Ferrari）和德尔·费罗（del Ferro）等。他们的主要贡献在于代数学领
域，尤其是在解方程方面，因此他们又以意大利代数学家而著称。而
在数学和游戏领域，最杰出的两位则是塔尔塔利亚和卡尔达诺，后者
尤为突出。尼科洛·丰坦纳（Niccolò Fontana，1499-1557），又名塔尔
塔利亚（意为“口吃者”），是一位自学成才的数学老师，他找到了求
解三次方程的通用方法，并因此扬名。另外，他还是将欧几里得和阿
基米德的著作翻译成意大利语的第一人。他曾与希皮奥内·德尔·费罗进
行一场双人数学竞赛，其风格与中世纪的竞赛类似。在这场竞赛中，
对方给他出的大部分难题都需要求解三次方程，而他解出了所有问
题，并最终获胜。似乎正因如此，卡尔达诺才向塔尔塔利亚讨教方程
的求解公式。塔尔塔利亚将解法告诉了卡尔达诺，卡尔达诺随即迅速
将其公布，这大大地激怒了真正发现这种解法的人。





斐波那契的著作《计算之书》的一页

阿方索十世的《对弈集》

1283年，卡斯蒂利亚王国的“智者”、国王阿方索十世创作了《对
弈集》，该书又名《国际象棋、骰子和桌子之书》（Book of Chess,Dice
and Tables）。该书共计98页，内有150幅彩色插图，涵盖了当时的主要
桌面游戏，包括国际象棋、中东跳棋、骰子游戏和棋盘游戏，西洋双
陆棋就是棋盘游戏的一种。

唯一的原始版本被保留了下来，现藏于埃斯科里亚尔修道院图书
馆。该书是西方最古老的游戏典籍，其中详细描写了大约800年前伊比
利亚半岛上人们玩的游戏，所附插图十分精美，具有极高的收藏价
值。

“智者”阿方索十世《对弈集》中的一幅插图，描绘的是中东跳棋

中东跳棋，一种古老的策略游戏

中东跳棋是阿方索十世在《对弈集》中讲到的一种双人游戏。棋
盘为五横五竖的纵横线交叉，每个玩家有12枚棋子。棋子皆放在棋点
上，棋盘中间的棋点为空位。消灭敌方所有棋子者获胜。从游戏方式



来看，该棋显然是国际跳棋的前身。历史上对于中东跳棋的最早记载
可追溯到 10世纪的阿拉伯语手稿——《诗歌集成》（Kitab al-
Aghani）。在该古籍中，中东跳棋被称为Al-Quirkat，因此我们有理由
推断，它是由摩尔人带到伊比利亚半岛的。不过，也有证据显示，这
种游戏出现的时间更早。我们曾经发现过历史更为悠久的棋盘，刻在
某些考古遗址的地面上，或许是用来练习的。在很多国家，从摩洛哥
到印度，人们都会用相同的棋盘玩不同的游戏；在印度和斯里兰卡，
我们也发现了很多布局各异的棋盘；另外还有很多其他类似国际跳棋
的游戏，比如马达加斯加岛的迂棋、北美祖尼人部落的祖尼跳棋等。



自上而下，分别是游戏开始时，中东跳棋、迂棋和祖尼跳棋的棋子分布

吉罗拉莫·卡尔达诺（1501-1576）

卡尔达诺，医学家、数学家、天文学家、占星家和游戏玩家（他
兴趣广泛，这些称号可谓“冰山一角”）。他与塔尔塔利亚、德尔·费
罗、费拉里以及邦贝利属于同一批数学家，他们对16世纪意大利代数
学的发展做出了贡献。他曾经写作自传体著作《我的生平》（De Vita
Propria）。正是因为这本书，我们才对他的人生经历有了详细的了
解。与当时的很多人不同，卡尔达诺在世期间，尤其是作为一名医生



享有较高的声望，但世人也对他颇有微词。他生活在文艺复兴时期，
兴趣爱好广泛，尽管很多时候，他的作品中有许多天真而不合理的想
法，甚至是迷信，但是他始终在用理性的方法，试图在当时的各个知
识领域都能有所建树。结果，他真的成了一位杰出人物，但是名誉往
往是极为矛盾的。

《大术》（Ars Magna，1545）是他最重要的数学著作之一，也是
文艺复兴时期代数学的关键之作。在这之前，他于1539年写了另一本
著作，名叫《算术实践与个体测量》（Practica Arithmetica）。同样，
他还创作了关于游戏和数学的最早典籍之一——《论掷骰游戏》
（Liber de Ludo Aleae），首次探讨了骰子游戏中的概率问题，并且提
出了很有创意的解决方法，不过书中偶见错误之处。该书大约创作于
1564年。不过，直到一个世纪之后，《论掷骰游戏》才与他的全部作
品一起得以出版。可以说，这是第一部探讨概率问题的作品，但是其
在这方面的影响力不及帕斯卡和费马。很多人认为，往来于这两位数
学家之间的信件是概率论的开端。



《大术》的卷首插图，吉罗拉莫·卡尔达诺

尽管塔尔塔利亚没有像卡尔达诺一样对运气游戏做专门的分析，
但他的确写了一本名叫《各种问题的发明》（Quesiti et Inventioni
Diverse，1546）的书，内容包括智力游戏和难题，其中一些流传至
今，例如：

一个人将17匹马按照1/2、1/3和1/9的比例分给他的3个儿子。他该
怎么分呢？

一个人有3只野鸡，想与自己的父母和两个孩子分享，而且要保证
每人都分到一只。他该怎么做呢？



《各种问题的发明》封面，尼科洛·塔尔塔利亚

然而，毫无疑问，卡尔达诺才是第一位正式研究运气游戏的数学
家。他曾写过一部有关游戏的著作，在完成一个世纪以后才得以出
版，不然这本书的影响力要大得多。尽管如此，卡尔达诺仍然是当时
最杰出、最多才多艺的数学家。乍一看，这是第一本写到所谓“点数问
题”的书，里面提出的解决办法是基于每个玩家的点数，而不是其获胜
的概率，因此是错误的。帕斯卡和费马在通信中也讨论过这个问题，
我们将在第三章中进行介绍。

除了意大利的代数学家，法国数学家尼古拉斯 ·许凯（Nicolas
Chuquet）也值得一提。他在作品《算术三编》（Triparty en la Science
des Nombres，1484）中，介绍了一些趣味谜题，并首次提出了所谓
的“倾倒问题”，比如：



有两个罐子，一个容量为3品脱 ，另一个容量为5品脱。假如我
们已知两个罐子都没有标记，只要罐子没装满，就无法得知里面液体
的容量，那么按照以上条件来倾倒液体，怎么才能让较大罐子里的液
体正好为4品脱？

最后，我们还要说一下威尔士数学家罗伯特 ·雷科德（Robert
Recorde，1510-1558）。他跟卡尔达诺一样，一生命运多舛。文艺复兴
时期，很多科学家都兴趣广泛，雷科德也不例外。他涉及许多其他领
域，比如天文学和医学。他的代表作为《砺智石》（The Whetstone of
Witte，1557），书中首次使用了等号。雷科德说，两条平行线是最能
体现平等性的。尽管现在我们很难想象代数学中没有等号会是什么样
子，但是有很长一段时间，等号并没有被广泛采用，也有其他符号表
示“等于”，比如AE（“aequo”一词的前两个字母，意为“相等”），这种
情况一直持续到18世纪。该书中也包含了一些趣味谜题，往往要靠代
数来解决。

从17世纪至今的数学游戏

根据前文所述，我们不难发现，自科学诞生之日起，严肃数学就
与趣味数学共存，但直到17世纪，我们才能将数学谜题看作一门独立
的学科。如前所述，第一部专门广泛致力于趣味数学的研究专著是
《既有趣又令人惬意的问题》（Problèms Plaisants et Délectables qui se
Font par les Nombres），该书于1612年出版，作者是克劳德-加斯帕尔·
巴谢·德·梅齐里亚克。他是数学家、诗人、翻译家，也是法兰西学院首
批成员之一。他还写过有关智力游戏的书，将希腊语专著——丢番图
（Diophantus）的《算术》（Arithmetica，1621）翻译成拉丁语，并做
了注释。费马曾经在这本书的空白处写下了他的著名猜想。



丢番图的《算术》（拉丁语版）封面，上面有巴谢·德·梅齐里亚克的评论

数学谜题的兴起：17和18世纪

巴谢·德·梅齐里亚克的著作集合了当时的数学谜题，有些众所周
知，比如：“狼、山羊和卷心菜”，幻方，整数问题，以及权重问题。
让我们来看一个例子：用两个托盘的天平来称重量在1磅 至40磅的重
物，最少需要几个砝码，每个砝码的重量是多少？

从那以后，在17世纪，相继出现了一批类似的著作。1624年，法
国耶稣会士让·勒雷雄（Jean Leurechon）以笔名亨利·凡·伊顿（Henry
van Etton）出版了《趣味数学》（Récréations Mathématiques）。这本



书与巴谢的作品相似，不过要写得更好一些。以此为范本，之后又出
现了一系列专著，其中包括克劳德·梅朵（Claude Maydorge）1630年在
法国出版的作品，于1633年翻译成英文，以及丹尼尔·斯温特（Daniel
Schwenter）1636年在德国出版的作品。不过，最有影响力的作品是奥
扎拉姆（Ozanam）的《趣味数学和物理》（Récréations Mathématiques
et Physiques）。1725年，数学家和科学史家让 ·E.蒙蒂克拉（ Jean
E.Montucla）对这本书进行了修订和补充。

数学家和语言学家丹尼尔·斯温特的画像

18世纪，威廉 ·胡珀（William Hooper）的著作《理性的娱乐》
（Rational Recreations，1774）也值得一提。书中提出的“消失的悖
论”充分说明，一个看似简单的谜题，也会运用到有趣的数学特性。

虽然我们已经重点列举了一批数学家，他们都曾在游戏和数学谜
题领域撰写过专著，但我们也不能忘记，该时期还有其他许多伟大的
数学家，都曾解决过一些趣味难题，这些难题也会成为该领域的经典
例题。其中最有名的三位分别是：艾萨克·牛顿（1642-1727）、莱昂哈
德·欧拉（1707-1783），以及卡尔·弗里德里希·高斯（1777-1855）。



牛顿的著作《广义算术》（Arithmetica Universalis）拉丁文版于
1707年出版，其中介绍了一些基础性的趣味谜题，以及作者在数学界
的贡献。其中最有名的就是“牛顿的奶牛”问题。下面是书中列举的一
个与运气游戏相关的概率问题。若干骰子同时掷出，以下三种结果，
哪一种最有可能产生？

a）6枚骰子掷出，至少掷得一个6点。

b）12枚骰子掷出，至少掷得两个6点。

c）18枚骰子掷出，至少掷得三个6点。

如果搞清楚本书第三章中讨论的类似问题，那么这个题目一定难
不倒你。

欧拉或许是最多产的数学家之一，进行了许多有趣的研究，比如
在组合数学领域的“古希腊罗马方阵”，也称“欧拉方阵”。该方阵是一种
幻方，将n个符号摆放于一个n×n格的方阵中，使得每个符号都会出现
在各行各列当中。这可以说是当前十分热门的数独问题的真正前身。
然而，毫无疑问，欧拉最有名的趣味问题是“柯尼斯堡七桥问题”。
1759年，他曾就这个问题，在柏林科学院的论文集中发表拉丁语论
文，并由此开创了图论。（图论是以图形的方式来描述一个体系当中
各个元素之间的关系。它由若干顶点和连接顶点的边构成，顶点代表
元素，边代表各元素之间的关系。）图论主要用来说明和解决优化问
题。



柯尼斯堡七桥问题是这样的：用七座桥将四块陆地连接在一起，
是否可能从这四块陆地中的任一块出发，恰好通过每座桥一次，再回
到起点？欧拉证实，上述走法是不可能的，还提出了决定该路线是否
可能实现的前提条件

我们最后要提到的是高斯，他在数学界做出了极大贡献，也倾注
了少量时间致力于趣味问题的研究，包括我们接下来要讲到的“八皇后
问题”：在国际象棋棋盘上摆放八个皇后，使其不能互相攻击，问有多
少种不同的摆法。后来该问题类推为n个皇后在n×n格棋盘上的摆法。
高斯首先采用了直观法，然后将其系统化为排列问题，最后证实“八皇
后问题”有92种不同的解决方案。



该8×8格棋盘上仅展示了“八皇后问题”多种解决方案中的一种



胡珀悖论

威廉·胡珀在《理性的娱乐》一书中首次提到了胡珀悖论。这个谜
题是这样的：以n代表单位长度，将一个边长为8n的正方形分成两个三
角形和两个梯形。再用这四部分组成一个长为13n、宽为5n的矩形。如
果以上情况可以实现，该正方形的面积（64n2）就等于该矩形的面积
（65n2），也就“证实”了64等于65。那么请问读者，问题出在了哪里，
1n2的“空缺”藏到哪里去了？即使这个悖论被解开了，它仍然是一个数
学难题。如果我们对其进一步分析，就会发现更多的派生问题。观察
一下几个图形的边长，并将其排序，我们就会得到这几个数字：3、
5、8和13，它们是斐波那契数列里面几个相邻的项。该数列有个特
点，每一项的平方都比前后两项之积多1或者少1，即：an

2= an-1·an+1+
(-1)n+1。这就可以解释，为什么当正方形的边长为斐波那契数列的其中
一项，而矩形长宽分别是这一项的前后两项时，就会产生这种矛盾的
问题。如果我们利用黄金比例（Φ），也会解开这一悖论，并将图形正
确组合。不过，黄金比例也跟斐波那契数列相关。如果一个正方形的
边长为Φ，也用同样的方法分成四部分，然后组成一个边长为1和Φ+1
的矩形。这样我们就会发现，该正方形的面积就等于该矩形的面积，
即1·（Φ+1）。

胡珀悖论提出：该正方形可以分成两个三角形和两个梯形，把这四个图形重新组合，就会形成
一个矩形，而这个矩形的面积要比最初的正方形多出一个单位。

19、20世纪的数学游戏



在整个19世纪和20世纪上半叶，游戏和数学谜题继续发展，相关
著作的数量大大增加。詹姆斯·约瑟夫·西尔维斯特、刘易斯·卡罗尔
（Lewis Carroll，1832-1898）、爱德华·卢卡斯（Édouard Lucas，1842-
1891），以及沃尔特 ·W.劳斯 ·鲍尔（Walter W.Rouse Ball， 1850-
1925），都是19世纪的作者。由于我们无法逐一对其作品进行讨论，
所以接下来只对其联系最为紧密的部分进行阐述，重点放在卡罗尔和
卢卡斯的作品上。

《爱丽丝漫游奇境记》的作者刘易斯·卡罗尔，原名查尔斯·路德维
格·道奇森（Charles Ludwig Dodgson），是一名牧师、数学家、牛津大
学教授。他对数学谜题极感兴趣，原本打算编写一套名为《数学珍
品》（Curiosa Mathematica）的书集，但后来没有完成。这套书的第二
本名叫《枕头问题》（Pillow Problems）。尽管书里的题目有难有易，
但足以显示卡罗尔的解题方法别出心裁。其中比较简单的像是玩笑，
例如：我有两块手表，一块不走了，另一块慢一分钟，请问哪块显示
的时间更准？而复杂一些的比如：一个无穷大的平面上有三个位置随
意的点，它们组成钝角三角形的概率是多少？

《爱丽丝漫游奇境记》的著名作者刘易斯·卡罗尔也设计过一些数学游戏

他不仅设计了许多巧妙的数学和逻辑游戏，而且在语言方面颇有
造诣，创作了爱丽丝系列故事，发明了很多文字游戏。“字梯”就是其



中之一。这个游戏的目的是从一个单词逐渐变为字母个数相同的另一
个单词，中间每次只能替换一个字母，而且在这个过程中所产生的所
有单词都有一定意义。例如，从ROOT到NOSE，一种解决方案就是：
ROOT——LOOT——LOST——LOSE——NOSE。

然而，这一时期，在游戏和数学谜题方面最重要的人物是法国数
学家爱德华·卢卡斯，他主要致力于数论研究。他以研究斐波那契数列
而著名，曾编写过一本非常好的手册，名为《趣味数学》。它包括35
篇文章，涉及从数学角度分析游戏和解决谜题。卢卡斯在这本书中设
计的游戏之一就是我们熟知的“汉诺塔”（Tower of Hanoi）。1883年，
在这本书出版时，为了增加这个游戏的神秘感，卢卡斯还声称其来源
与一位名叫Claus（克劳斯）的中国老教师有关，这位教师所在的学校
名为Li-Sou-Stain。请注意，Claus与Lucas（卢卡斯），Li-SouStain与
Saint Louis（学校名，卢卡斯曾在这里教数学），都是相同字母变位
词。

19世纪最后一批关于数学谜题的著作之一是沃尔特·W.劳斯·鲍尔的
《数学游戏与欣赏》（Mathematical Recreations and Essays，1892）。
该著作后来成为20世纪关于趣味数学最具影响力的书之一，版本超过
12个。其中1938年，专攻几何的数学家哈罗德 ·斯科特 ·考克斯特
（Harold Scott Coxeter）曾对其进行了修订和更新。

从19到20世纪的过渡时期，代表人物有两位——英国的亨利·E.杜
德尼（Henry E.Dudeney，1857-1930）和美国的萨姆 ·劳埃德（Sam
Loyd，1841-1911），他们是有史以来在数学谜题领域最多产的两位。
这两位伟大数学家的巨著中收集了很多谜题，它们直到现在仍然被大
众喜欢。





汉诺塔的起始位置。该游戏的目标是将所有的圆盘移到另一座塔上，每次只能移动一个，而且
小圆盘上不能放大圆盘

军棋

爱德华·卢卡斯在其数学谜题的第三卷中曾对“狐狸与鹅”游戏进行
过分析。这是一种狩猎游戏，在英国，从都铎王朝到维多利亚时代，
它一直很受欢迎。不过，这个游戏起源于15世纪的法国。

军棋是一款与之类似的双人狩猎游戏，不掺杂运气因素，19世纪
在法国部队当中十分流行。一个玩家有三个白子，另一个玩家只有一
个黑子，游戏从黑方开始。棋盘上有11格，棋子置于格内（初始位置
如下图所示）。白子要设法将黑子包围，黑子则要设法逃跑。所有棋



子要按照棋盘上的连线移动，每次只能走一格。不过黑子可以向任何
方向移动，而白子不能后退。

这款游戏看似简单，实际上设计极为巧妙。虽然乍一看，黑子好
像一定可以逃脱，但是卢卡斯通过详细的分析证实，对于白方来说，
存在制胜策略，总是能至少提前一步阻止黑子逃跑。该分析显示，尽
管这个游戏实际上可以简化为16种不同的情况，但白方最多需要12步
就能取胜。这么小的游戏，却需要玩家这么精确地把握白子的移动路
线，似乎有些令人难以置信；但是，只要玩家发现这个策略，就一定
能赢。

军棋棋子的初始位置

另外，亨利·E.杜德尼还著有《坎特伯雷趣题集》（The Canterbury
Puzzles，1907）和《数学中的娱乐》（Amusements in Mathematics，
1917），其中后者汇集了历史上质量最好、种类最丰富的数学谜题。



杜德尼收集的谜题众多，其中包括一种密码，即用字母来指代数
字，每个字母都可以替换成一个数字，字母相同则数字相同，字母相
异则数字相异。其中最著名的是杜德尼向父亲要钱的一封信，信中包
含了这样一个加法算式：SEND+MORE=MONEY。他父亲必须用数字
来替换算式中的所有字母，并且保证相应字母指代的算式结果是正确
的（该密码唯一的答案是：9567+1085=10652）。

亨利·E.杜德尼在《坎特伯雷趣题集》中介绍了如何将一个等边三角形分成四块，然后拼成一个
正方形

萨姆·劳埃德在世期间，曾经在杂志上发表了很多自己创作的谜
题。在他过世几年之后，他的儿子小萨姆·劳埃德将他的作品汇集整
理，并于1914年出版了《萨姆·劳埃德的5000个谜题、趣题、难题全



书 》 （ Sam Loyd’s Cyclopaedia of 5000 Puzzles,Tricks and
Conundrums）。他的谜题当中有一个十分出名，即将布局为3×3的9个
点，用一笔画出的4条直线连起来（这个题目也适用于4×4的16个点和
一笔画出的6条直线）。另外，他还设计了很多结构式谜题，通过设置
数字来满足某些条件。例如，将立方体的八个顶点分别编上数字1~8，
要保证立方体每一面的四个顶点数字之和都是相同的。

《萨姆·劳埃德的5000个谜题、趣题、难题全书》的一页

从杜德尼和劳埃德开始，整个20世纪，致力于谜题研究的数学家
层出不穷。其中，莫里斯 ·克莱特契克（Maurice Kraitchik，1882-
1957）就是20世纪上半叶的又一位关键人物，他是比利时《斯芬克
斯》（Sphinx）杂志的编辑，完成了多部有关游戏的专著。在“二战”以
后的很长一段时间里，另一位伟大的数学家马丁 ·加德纳（Martin
Gardner，1914-2010）一直在该领域占据主导地位，设计并收集了大量
趣题，撰写了多部专著，并连续超过25年在知名的科学杂志《科学美
国人》上发表多篇文章。加德纳一生著书70多部，直到晚年也不断有
新作推出，像《折纸、埃莱夫西斯和索玛立方体》（Origami,Eleusis
and the Soma Cube）就出版于2008年。他发表的谜题众多，有些是他本
人的，有些则是其他人设计的，十分有趣且极富创意，其中包括约翰·



康威（John Conway）的《生命游戏》（Game of Life，1970）和罗伯特
·阿博特（Robert Abbott）的《埃莱夫西斯》（Eleusis，1956）。

20世纪其他的重要人物还有所谓俄罗斯学派的代表人物雅科夫·佩
雷尔曼（ Yakov Perelman），法国的皮埃尔 ·贝洛坎（ Pierre
Berloquin），英国的伊恩·斯图尔特（Ian Stewart）、布莱恩·博尔特
（Brian Bolt）和戴维·韦尔斯（David Wells）。他们都创作了多部专
著，并在各种杂志上发表文章。值得一提的还有一些西班牙数学家，
跟上述人物一样，他们也曾致力于数学研究，主要也是通过有关游戏
和数学趣题的书和文章，向大众进行数学普及。其中，以马里亚诺·马
泰斯（Mariano Mataix）、米格尔 ·德 ·古斯曼和费尔南多 ·科尔瓦兰
（Fernando Corbalán）成果最为丰富。他们也设计并收集了大量数学趣
题。这些趣题和我们之前提到的数学家的作品，都是我们进行数学游
戏和数学谜题研究的无尽源泉。

《埃莱夫西斯》，罗伯特·阿博特的游戏中的游戏

如果说游戏是靠目的和规则来定义的，那么《埃莱夫西斯》就绝
对不是普通意义上的游戏。因为在这款游戏当中，每位玩家都会设计
一种不同的出牌规则，而游戏的目的就是相互揣测这些规则到底是什
么。该游戏的玩家为4~8人，需要3副纸牌和几个筹码。玩家有几人，
游戏就有几轮。每一轮游戏都由不同的玩家主持（即“主持人”，定出
出牌规则）。他们给其他玩家每人发14张牌，并在桌上打出一张牌。
在这之前，他们必须先写下发牌规则，从而定好出牌的依据。游戏规
则可以非常简单，比如发牌为红色牌接着黑色牌、偶数牌接着奇数
牌；不过也可以有无数种可能，比如红色牌接着偶数牌，黑色牌接着
奇数牌，或者不同花色的四张偶数牌和同一花色的四张奇数牌。

制定规则的玩家当然不希望其他玩家猜出规则。可这个规则也不
能太复杂，要不然其他玩家就很难得分了。其他玩家要轮流出牌，组
成一行“正确”的牌，并努力揣测出牌规则（不过绝对不能说出来）。
如果主持人宣布出牌正确，那这张牌就被放到这一行里，如果不正
确，那这张牌就被放到最后一张正确牌的下面，并且出牌玩家要罚牌



两张。从第40张牌开始，只要出牌错误，玩家就得出局。某位玩家的
牌全部出完，或者玩家全部淘汰，则游戏结束。

《与众不同的十款游戏》（Diez Juegos Que No Se Parecena Nada），罗伯特·阿博特，书中详细
介绍了《埃莱夫西斯》游戏



雅科夫·佩雷尔曼设计的多米诺骨牌谜题：将4张多米诺骨牌摆成正方形，要求各边的点数之和
相同。该题目的难点在于，要用所有的多米诺骨牌摆出七个类似的正方形

博弈论初现

本书的第四章和第五章内容涉及博弈论，是极为重要的一部分。
该理论的发展验证了一项数学界的原理，即在科学领域，所有的概念



和模型迟早能在现实情境中得到应用，即使它们所从属的分支与该学
科看似毫无关系。游戏分析就是这样一个例子。

一个优秀的玩家，要有能力在游戏过程中做出最佳决策。而游戏
分析就致力于准确制定最优策略，并在可能的情况下，找到战无不胜
的游戏方法。从理论上看，这种制胜方法在有限博弈中是存在的，因
为有限博弈不含运气因素。然而在实践当中，某些游戏的规模使得我
们无法设计出明确的制胜策略，尤其是国际象棋。

博弈论起源于约翰·冯·诺依曼的著作，准确地说，是他与经济学家
奥斯卡 ·莫根施特恩（Oskar Morgenstern）合著的《博弈论与经济行
为》（Theory of Games and Economic Behavior，1944）。本书基于一种
抽象博弈而展开，该游戏可供两人或多人来玩，每个玩家都会因所有
玩家的博弈对策而有所得失，得失条件都是预先确定的。一般来说，
各个玩家会同时制定自己的策略，但不知道对手的策略。这些博弈其
实就是数学模型，最初用于分析经济领域的竞争形势，而两位作者还
在书中介绍了为每一位玩家找出最优策略的方法。冯·诺依曼提出了所
谓的“极小极大策略”，并且将其进一步扩展，纳入了运气因素的影
响，形成了“混合策略”。这两种策略的成功为数学家和经济学家利用
博弈论研究更为复杂的情况奠定了基础。

作者的初衷是运用高度简化的模型在经济领域创立一套实用策
略，然而，这在20世纪下半叶逐渐演变。书中讲到，在某些游戏当
中，一方的获益并非必然意味着他方的损失，这就会带来合作，更确
切地说，会在对抗与合作之间产生冲突。这就是一种游戏模型，与现
实生活的联系更加紧密，不仅仅是在经济学，还包括军事战术、政
治、生态，甚至哲学等诸多领域。尽管这些学科看似毫无关联，但它
们都有一个共同的需求——在某种形势下做出决策。我们可以将其概
念化为博弈，不过在这里，“博弈”一词已经没有了娱乐的意味，而更
加涉及风险问题。由于这些博弈更加复杂、更加接近现实，我们需要
找到更具开放性的解决方案。在这个过程中，我们要把数学知识与其
他领域相结合，比如道德、伦理学和哲学，并最终运用到人类行为的
研究中去。



在社会科学中，很多领域都可以运用博弈论来解决问题，这些问
题往往都在一定程度上受到运气的影响，并且涉及与人类个体或群体
行为有关的变量，这使得博弈论及其研究结果极为有趣。因此，博弈
论的发展导致了各种困境的产生，这些困境大多面临对抗、风险以及
合作之间的冲突。它们可以被应用于各种形势当中，成为该理论的重
要组成部分。其中最著名的，也是本书最后一章要讨论的，是“囚徒困
境”和“懦夫博弈”，或者说“鹰鸽博弈”。“鹰鸽博弈”由“懦夫博弈”发展
而来，因此也由后者英文名中的物种进化而得名。从某种意义上讲，
我们可以从这些困境中发现，人类行为是很难被量化的，但我们可以
从多个方面用数学来描述社会的混乱局面。

约翰·冯·诺依曼在美国哲学学会演讲，他是该学会的主要成员之一
 

1. 品脱为英美容量单位，英制1品脱≈0.5683升，美制1品脱≈0.4732升。——编者注

2. 磅为英美制重量单位，1磅≈0.4536千克。——编者注



第二章 策略游戏和问题解决

尽管笑话的娱乐性很强，但由于它们极富创意，

并且挑战人们的推理能力，所以它们的意义不仅在于搞笑；

正如J.E.李特尔伍德所说，

一个好的数学笑话要比一堆平庸的论文更有价值。

——马丁·加德纳

游戏的分类方法很多，分类标准各异，比如游戏地点、玩家人
数、游戏时长、难易程度等等。从数学角度来看，我们可以将游戏分
为两类，其依据因素是运气。运气因素的呈现形式有很多，有时会包
含在游戏的起始条件中，有时会左右某些特定的环节。举例来说，在
大多数纸牌游戏中，纸牌都是随机发给不同的玩家；多米诺骨牌也是
如此，其摆放分布也是随机的。而恰恰相反的是，棋盘的初始布局都
是既定的，而且一直不变。在这样的情况下，就没有运气因素的干
扰，各位玩家可以在一系列可能中自由决定自己的路数。然而，其他
游戏往往都包含运气因素，比如玩家需要掷一次或多次骰子，并根据
掷得的点数来决定自己下一步该怎么走。

19世纪的多米诺骨牌。在多米诺骨牌游戏中，只有在玩家摸牌的时候，运气才会起到干扰作
用。其余的完全要看玩家的游戏技巧



“策略游戏”一词指的是不含运气因素的游戏。玩家完全靠自己的
决策来玩游戏。既然没有运气因素，我们就可以对这类游戏进行分
析，找到制胜策略。在某些情况下，我们可以为游戏制定一套完整的
策略，而其他时候却并非如此，因为这些游戏往往比较复杂，不过对
某个玩家来说，这样的策略还是有可能存在的。尽管这些游戏及其策
略多种多样，但我们在分析它们的时候只能用到一小部分数学技巧和
概念，而且主要涉及算术（即编号系统和可分性）和几何（即平衡状
态，主要是对称性）领域。

制胜策略的概念

尽管在数学术语中，“游戏”既可以指游戏本身（即玩家有两人或
两人以上，有既定的规则和目标，可以判断出哪位玩家胜出），也可
以指谜题，但从现在开始，我们只取其第一种含义，以便于探讨两人
或多人游戏。我们可以按不同的方式来对这些游戏进行分类，但是从
数学角度来讲，最基本的划分方法是将其分为两大类：有限博弈和包
含运气因素的博弈。在本章中，我们将前者称为“策略游戏”，将后者
称为“运气游戏”。

我们在玩游戏的时候，对游戏的运作方式了如指掌，但问题在
于，怎么玩才能每次都赢。对于纯靠运气的游戏（例如蛇梯棋）来
说，这个问题根本无从谈起，因为玩家和棋子如何行动完全取决于骰
子的点数、棋子的位置，以及游戏的规则；更确切地说，玩家根本没
有做决策的机会，没有更好或更差的玩法。这类游戏的结果完全看运
气，这样一来，要想通过分析游戏找到制胜策略是根本不可能的。为
此，我们可以说，从数学角度来看，这类游戏毫无乐趣可言。

与之相反的是有限信息博弈。不管游戏进行到哪一步，我们都有
可能知道所有可能的走法，以及接下来的结果（至少在理论上如
此），没有任何运气因素的影响。在我们的文化当中，尽管策略游戏
多种多样，既包括传统类型的（例如非洲棋、国际跳棋、井字游戏



等），也包括更加现代的（例如六贯棋、尼姆游戏、黑白棋、角力棋
等），但是最能体现这一特点的是国际象棋。

当我们分析这类游戏时，制胜策略的概念应运而生。制胜策略就
是一系列条件，如果具备了这些条件，（通常在双人游戏中的）某位
玩家就能在某个既定时刻，根据对方的行动及时地做出决策，从而确
保不管对方接下来怎么做，自己都能胜出。制胜策略存在的前提是，
游戏进行到最后，总会有一方胜出。不过，有的时候也并非全然如
此，有些游戏也可能出现平局，比如国际象棋。请注意，在这种情况
下，我们的策略就不是为了一定赢，而是为了不输。如果某个策略游
戏不会产生平局，那我们就能根据游戏的特点，确定第一位或者第二
位玩家是否有制胜策略。然而，这并不意味着我们一定能制定出这样
的策略，还要看游戏的复杂程度。

假设某双人游戏具备以下特点：





这幅中国画来自元代（13至14世纪），上面的人在下围棋

制胜策略的“圣经”

在策略游戏方面，内容最广泛、联系最密切的著作可能要数《稳
操胜券》（Winning Ways for your Mathematical Plays，1982）了。该书
共分四卷，由当代三位杰出的数学家合著而成：埃尔温 ·伯利坎普
（Elwyn Berlekamp），自1971年以来，他在加州大学伯克利分校任计
算机科学教授；约翰·康威，剑桥大学和普林斯顿大学教授，曾发表过
有关有限集理论的著作，发明了所谓的《生命游戏》，即在电脑上模
拟细胞生命的游戏；还有理查德·盖伊（Richard Guy），卡尔加里大学
名誉教授。

《稳操胜券》第一卷的封面，该书的作者为伯利坎普、康威和盖伊

书中谈到的游戏具备以下特点：



1.双人游戏，双方轮流操作。

2.游戏的起始位置是固定的，步骤是有限的。

3.完全信息博弈，玩家在任何时刻都能及时地了解所有可能的行动
方案。

4.游戏自始至终不受运气的干扰。

5.随着游戏进程的推进，不允许出现重复的步骤，玩家确定行动策
略时要把握这样的宗旨：如果没有出路就输了。

1.完全信息博弈，即在任何既定时刻，每位玩家能掌握所有信息来
做出行动决策。

2.双方轮流操作。

3.没有运气因素。

4.每场游戏的步骤是有限的，最终一方胜出。

如果游戏具备以上条件，那就有可能表明，玩家一方会有制胜策
略，要么是第一位玩家（玩家A），要么是第二位玩家（玩家B）。假
设A没有制胜策略，或者说B总有一步能让A无法找到合适的应对措
施，就意味着A会输，B会赢，我们就可以说B有制胜策略。然而，虽
然我们可以根据这个说法得出，在这类游戏中一定有制胜策略，但这
并不意味着制定该策略是一件很容易的事，因为这只是一种理论上的
可能。

如果某些游戏的步骤是无限的，那么该结论就可以进一步扩展，
其依据就是我们所说的“选择公理”。这条著名而有争议的公理是这样
的：有一个由非空集合所组成的（有限或无限）集合，我们可以从组
成该集合的每个集合中选择一个元素来组成一个新的集合。1930年，
巴纳赫（Banach）、马祖尔（Mazur）和乌拉姆（Ulam）运用该公理定



义了非有限博弈，并且证明无论是玩家A还是玩家B，都没有制胜策
略。

利用优势，确定策略：尼姆游戏

如果我们回过头来考虑游戏的分类问题，并且将重点放在我们之
前提到的策略游戏上，就可以将其分为两类：第一类，特点和规则比
较简单，游戏时间较短，信息量有限，我们称之为“小型策略游戏”；
第二类，游戏时间较长，规则复杂，任意环节可能采取的行动方案繁
多，所以玩家几乎无法对游戏完全掌控，比如国际象棋或围棋。通过
研究小型策略游戏，我们可以看到，如何利用数学来分析游戏，从而
让玩家知晓，谁更具有优势，以及如何确定制胜策略。

《国际象棋》，创作于1555年，作者为文艺复兴时期的画家索福尼斯巴·安圭索拉。国际象棋
虽然不包含运气因素，但是由于其走棋步数太多，到目前为止，数学家尚未破解所有可能出现

的棋局



我们在第一章讲过，游戏和数学之间的关系可以体现在游戏的不
同方面。不过，在为策略游戏寻找制胜策略的时候，数学的作用尤其
重要。策略游戏跟数学谜题很相似，要想破解它们，就要知道该怎么
做才能成功，成为赢家。游戏胜出就相当于解开数学谜题。因此，寻
找制胜策略就需要用到启发法（比如假定游戏结果逆向倒推、运用对
称性、与其他已经破解的游戏进行类比等等），与我们解决数学谜题
时所采用的方法类似。也就是说，如果我们知道了某个游戏的制胜策
略，那这个游戏就没有再玩的必要了，而只是一个已经解决了的谜题
而已。当然，这只是针对某些游戏而言的。对于这些游戏来说，操作
性超过了娱乐性，研究过程涉及复杂的数学理论。接下来，我们就会
对此展开讨论。

少数双人策略游戏，比如尼姆游戏，都是在桌上放置一堆或几堆
棋子，然后按规则移动棋子。游戏的目的要么是移走最后一枚棋子，
要么相反，迫使对方移走最后一枚棋子。这类游戏可以追溯到远东地
区，但具体情况和词源也不为人所知。相关的说法有很多，比如“尼
姆”一词在古英语中表示“偷”或“抢”；或者将尼姆（NIM）一词采用旋
转对称，就会得到获胜（WIN）一词，十分巧妙。然而，为这类游戏
寻找制胜策略的分析最早是由哈佛大学的数学家 C.L.波士顿
（C.L.Boston）于1902年发表的，至今已有100多年的历史。

20世纪60年代，该游戏在欧洲盛极一时，这要得益于法国导演阿
伦·雷乃（Alain Resnais）的电影《去年在马里昂巴德》（Last Year in
Marienbad，1961），里面有两个人物总是在玩一款尼姆游戏。该游戏
由此引起了热议，人们称之为“马里昂巴德”，这也是电影中位于捷克
共和国的一个温泉小镇的名字。有关这个游戏的具体内容，我们会在
后文中讨论（游戏5）。



“马里昂巴德”由尼姆游戏演化而来

我们将为所有版本的尼姆游戏找到一个通用的制胜策略。这充分
说明，我们可以运用数学，特别是数字的二进制表达法来分析游戏。



策略的定义

接下来，我们首先分析只有一堆棋子的游戏，玩家每次可以拿走
不同数量的棋子，该数量大于等于1，小于等于n。为此，我们要分析
两种具体的情况，一并做出解释。其中最简单的玩法如下：

游戏1（双人）：逢20者胜

桌上放着20枚同色棋子，双方轮流拿走一到两枚。拿走最后一枚
者胜。两位玩家中，谁占优势，第一位还是第二位？如何确保自己一
定能赢？如果棋子数变了，情况还会如此吗？如果游戏目的变为拿走
最后一枚棋子者输呢？这个游戏非常简单，我们可以对其进行全面分
析，从而确定制胜策略，并将其推广至任意棋子数的游戏。如果你不
了解这个游戏，那么在我们进一步分析之前，可以先找一位搭档来玩
几次，还是很有意思的，然后再来回答上述问题。

玩家很快就会发现，只要谁在桌上留下三枚棋子，那他下一轮就
赢了。能发现这一点很不错，可要想赢并没有那么简单，因为我们先
要知道怎么才能刚好留下三枚棋子。现在我们已知拿走第17枚棋子的
人会赢，也就是减少的棋子数为17。然后我们倒推一下就会发现，留
下6枚棋子的人也会赢。以此类推，只要玩家留在桌上的棋子数是3的
倍数，那他就一定会赢。这样我们就可以来制定制胜策略了：如果一
开始有20枚棋子，那么第一位玩家只要在第一轮就拿走2枚棋子，他就
一定会赢，因为他留在桌上的棋子数将一直是3的倍数（如果第二位玩
家拿走1枚，那第一位玩家就拿走2枚，反之亦然）。因此，在这个游
戏中，第一位玩家占优势，因为他总是有制胜策略。

可如果棋子数变了，那该策略也要做适当调整，甚至谁占优势也
不一定了。事实上，由于制胜策略就是留下的棋子数必须是3的倍数，
为了把事情弄清楚，我们可以将初始棋子数除以3，看余数是多少：如
果余数为2（就像刚才的例子），那第一位玩家就要在第一轮中拿走2
枚，然后保证接下来的每一轮两人拿走的棋子总数为3枚（如果对方拿
走1枚，第一位玩家就必须拿走2枚，反之亦然）；如果余数是1（比如
初始棋子数为19、25、100或2011），那第一位玩家只要在第一轮中拿



走1枚，也还是会赢。然而，假如余数是0（棋子数可以被3整除），那
第二位玩家就有胜算，但前提是如果第一位玩家拿走1枚，他就要拿走
2枚，反之亦然。在这种情况下，第一位玩家留下的棋子数永远不可能
是3的倍数。

至此，我们已经成功地将该游戏扩展到任意初始棋子数了。不
过，我们还可以将其进一步扩展，即改变每轮拿走的棋子数量。

游戏2（双人）：逢100者输

第一位玩家在纸上写下从1到10的一个数。第二位玩家从1到10中
找一个数，将其与第一位玩家写下的数字相加，并将总数写在纸上。
游戏继续进行，双方轮流从1到10中找一个数，与之前的结果相加。谁
先得出三位数（100或100以上），谁就输了。该游戏的制胜策略是什
么？两位玩家中，谁占优势，第一位还是第二位？假如游戏规则或游
戏目的发生变化，会发生什么？

如前所述，我们仍然建议你先玩几次，然后再来为某一位玩家寻
找制胜策略，并思考该游戏与前一个游戏之间的关系。为了便于我们
发现制胜策略，可以按以下步骤对其进行分析：如果得出100的人输，
那么写下99的人就会赢。要想保证自己可以得出99，之前要写的数字
必须是多少呢？答案是88，因为这样一来，对方写下的数字必然在89
和98之间，那下一轮就有可能得出99。和之前的例子一样，我们也来
倒推一下（即88、77、66……最后到11）。很明显，该制胜策略就是
按11分组。现在我们就可以来形成制胜策略了：谁写下11，并相继写
下11的倍数（如果对方加n，胜出一方就加11-n），谁就能得到99，并
最终胜出。考虑到第一位玩家在第一轮是不可能得出11的，那第二位
玩家就有制胜策略。与前面的游戏类似，如果目标数字不是11的倍
数，第一位玩家就总是会赢；如果情况相反，第二位玩家就总是会
赢。

游戏3（双人）：普遍适用



假设桌上有m枚棋子，玩家每次可拿走1到n（n<m）枚。拿走最后
一枚者胜。两位玩家中，谁有制胜策略，第一位还是第二位？该策略
是什么？如果游戏目的变为拿走最后一枚棋子者输，该策略该如何调
整？

实际上，这不仅仅是一个游戏，而是一组抽象游戏，之前的两个
例子只是其中两种具体情况。因此，只要我们将该游戏的制胜策略加
以推广，就可以同时破解无数个游戏。我们可以按照以下方法制定策
略：将m除以n+1，取余数，该余数必将介于0和n之间。因此，我们会
得出两种情况：

a）假如余数为0，那第二位玩家就有制胜策略，他留下的棋子数
必须是n+1的倍数；为此，假如第一位玩家拿走p枚棋子（0<p<n+1），
那第二位玩家就必须拿走n+1-p枚。这种做法完全可能，因为这个数字
一定会介于1和n之间。

b）假如余数为r（0<r<n+1），那第一位玩家就有制胜策略，他必
须在第一轮拿走r枚棋子，留下的棋子数为n+1的倍数，然后他现在就
好像是情况a）中的第二位玩家，可以采用上述制胜策略。也就是说，
如果第二位玩家拿走p枚棋子（0<p<n+1），那第一位玩家就必须拿走
n+1-p枚。

有了这一策略，我们就可以破解无数个具体游戏，比方说接下来
这个游戏：桌上有2010枚棋子，每位玩家可拿走1到49枚。谁有制胜策
略？该策略是怎样的？如果该游戏规定，拿走最后一枚棋子的玩家
输，而不是赢，我们就会发现，要想胜出，我们要做的就是拿走倒数
第二枚，只留下最后一枚。这样的话，策略就一样了，只不过现在的
棋子数是m-1，而不是m。

所有这些游戏一开始都只有一堆棋子，都可以被看作所谓尼姆游
戏的简化形式。接下来，我们再看其他一些游戏。

复杂的策略：尼姆游戏



我们还可以将之前的游戏进一步扩展，即棋子堆数为任意有限数
量。这就是我们所说的尼姆游戏，一开始的棋子堆数不定，每堆的棋
子数也不定。按照游戏规则，每位玩家可以拿走任意数量的棋子，但
只能从一堆中拿，每次最少一枚，最多将一堆全部拿完。拿走最后一
枚棋子者胜。不过，也可以规定拿走最后一枚棋子者输。

游戏4（双人）：尼姆游戏第一版

我们从3堆棋子开始，每堆分别有1枚、3枚和5枚。双方轮流从一
堆中拿走任意数量的棋子（最少1枚，最多将一堆全部拿完）。拿走最
后一枚者胜。谁有制胜策略？

通过分析我们可以看出，第一位玩家有制胜策略，只不过在一开
始，只有一种拿法能保证其胜出。其实，只要读者亲自玩一下就会发
现，以下两种做法对任何玩家来说都是禁忌：

a）留下两堆相同数量的棋子。

b）将一堆全部拿完。

事实上，如果玩家A采取了做法a），那玩家B就可以将第三堆全部
拿走，然后模仿对方的做法就能胜出。如果玩家A从任意一堆中拿走n
枚，B就从另一堆也拿走n枚。照这样下去，当A拿走一堆中的最后一
枚时，B就能拿走另一堆中的最后一枚，B就赢了。同理，如果A采取
了做法b），那么B就可以从较多的一堆中拿走部分棋子，让两堆棋子
的数量相同，然后再按照上述方法胜出。因此，谁能迫使对方踏入“禁
区”，谁就能赢。在这里，如果第一位玩家从5枚棋子的一堆中拿走3
枚，剩下的3堆棋子数分别为1枚、2枚、3枚，那么他就会赢，因为这
意味着对方要么拿完一堆，要么让两堆数量相同（即1枚或2枚棋
子）。

显然，该策略还是太具体了，很难适用于任意堆数的游戏，甚至
连只有三堆，但每堆的棋子数不同而且数量更多的游戏也不行。不
过，数学可以帮我们找到一种可以普遍适用的策略，任意堆数，每堆
任意棋子数都没问题。为此，我们需要注意，如果将每堆的棋子数以



二进制的形式写出来，然后将每个数字的对应单位排成一列，那么每
拿一次棋子，至少有一列数码的奇偶性会发生变化。其原因在于，我
们每拿一次棋子，这一列或几列当中都只会改变一个数码，而且至少
有一个数码会从1变为0。因此，假如一开始各列数码总和是偶数，那
么第二位玩家就有制胜策略（经过第一轮之后，他可以使得各列数码
总和还是偶数，这对第一位玩家来说是不可能的）。相反，假如一开
始至少有一列的数码之和为奇数，那么第一位玩家就有制胜策略，因
为他第一次拿完之后，各列数码之和就皆为偶数了。

为了便于更好地理解，我们将通过几个例子来看一下该策略是如
何运用到具体的游戏中去的。首先是3堆棋子，每堆分别为1枚、3枚和
5枚（即我们之前分析过的游戏4），之后是尼姆游戏更常见的玩法
——马里昂巴德，即4堆棋子，每堆分别为1枚、3枚、5枚和7枚。

先来看第一种情况，即3堆棋子，每堆分别为1枚、3枚和5枚。

将每一列的数码单位相加，就可以看到，各列数码总和是奇数。
这样的话，第一位玩家就有制胜策略。要想胜出，他就必须保证各列
数码之和为偶数。唯一可行的做法就是将数字5（101）变为2（10），
也就是从5枚棋子的一堆中拿走3枚。这样就变成：



现在，各列数码之和就成了偶数了，这意味着第二位玩家不管怎
么做，都会使得其中一列的和变为奇数，而对方却有机会使得各列之
和为偶数，直到最后也是如此（即所有数字都是0，各列之和也是偶
数）。

游戏5（双人）：马里昂巴德

桌上有4堆棋子，每堆各有1枚、3枚、5枚和7枚。双方轮流从一堆
中拿走任意数量的棋子（最少1枚，最多拿完一堆）。拿走最后一枚者
胜。谁有制胜策略？

我们按照上个例子的分析方法来看一下：



从这些二进制数来看，一开始各列数码之和为偶数，所以第一位
玩家不可能胜出，第二位玩家有制胜策略。实际上，第一位玩家不管
怎么拿，都至少会使得其中一列的数码之和变成奇数。假设他从3枚棋
子的一堆中拿走1枚。那就变成：



现在，第二位玩家必须设法使得右边一列的数码之和变为偶数
（其他列保持不变，因为其数码之和已经是偶数了）。更准确地说，
他们必须从任意一堆中拿走1枚，第二堆除外，因为这样一来，就会使
得右边一列中的一个1变为0了。

尽管为尼姆游戏寻找策略要比之前的游戏麻烦得多，但是我们为
所有这些游戏制定制胜策略时，采用的方法都是一样的。那就是找到
一种与游戏最终状态相契合的平衡，两位玩家当中只有一方可以做
到。所以，在本章分析的第一个游戏（逢20者胜）中，这种平衡就是
保证留在桌上的棋子数为3的倍数。在第二个游戏（逢100者输）中，
要保证写下的数字是11的倍数。而在最后一个例子（尼姆游戏）中，
这种平衡就是保证每一堆的棋子数写成二进制后，对应单位的各列数
码之和为偶数。

NIMROD



20世纪50年代初期，英国费南迪集团的工程师设计研发了第一台
专门玩游戏的计算机。该计算机名为NIMROD，前三个字母取自尼姆
游戏（NIM），设计者将该游戏程序录入计算机中。这台计算机的面
板上装了许多灯，亮起的灯代表游戏中棋子的位置。1951年，这台计
算机在不列颠节上展出，从此开启了电子游戏的时代。

尼姆游戏有时也可以反过来玩，即拿走最后一枚棋子者输，而不
是赢。在这种情况下，原来会赢的玩家依然会胜出，其策略刚开始不
变，只有到了“惯用”步骤（该步骤能确保玩家在第一版中胜出），即
令各堆至少有两枚棋子的时候，才会有所不同。现在，关键的一步在
于，让剩下的堆数为奇数，并且每堆只有1枚棋子，而在正常的游戏
中，正确的做法是让剩下的堆数为偶数。

我们一旦找到尼姆游戏的任何一个制胜策略，难免就会产生疑
问，是否有可能发明一种同样类型的游戏，该游戏没有制胜策略。答
案是肯定的，这就是所谓的“尼姆车”（Nimbus）游戏。尼姆车游戏是
在尼姆游戏的基础上附加了以下条件：只有在棋子连贯的情况下，才
能从某一堆中拿走多枚棋子。也就是说，之前的一步不会剩下缺口。
这个条件跟每一行棋子的位置有关，这个问题我们尚未考虑过。这就
好比告诉我们，每次从某一行中拿走棋子，这一行就可以分成两部分
（当拿走的棋子不包括一行末尾的棋子时，就一定会出现这种情
况），从而产生新的棋子堆，并改变游戏方式，原来适用于尼姆游戏
的策略已经不再奏效了。

游戏目的：对等与差异

通过对某些游戏的目标和规则进行横向分析，我们可能就会发
现，很多时候，有些策略游戏看似不同，实则无异，也有些游戏看似
相近，实则需要完全不同的策略。

二进制

二进制是一种位置编号系统，任何数字都可以用0和1两个数字来
表示。要想把一个二进制数转换为十进制数，只需要将1替换为2的乘



方，指数对应其所在位置。换句话说，最右一位相当于20，向左依次为
21、22……例如，如果将二进制数110101转换为十进制数，就应该是：
1·20+0·21+1·22+0·23+1·24+1·25=1+4+16+32=53。

同样，如果要将十进制数转换成二进制的形式，就应该将该数字
除以2，取商再除以2，以此类推，直到商为1。最后一个商就是左边第
一个数字，每一步中所产生的余数，从后往前，依次成为之后的数字
（任意数字除以2，余数只能是0或1）。

39的二进制形式为10011，因为39/2，商19（余1）；19/2，商
9（余1）；9/2，商4（余1）；4/2，商2（余0）；2/2，商1（余0）。这
种方法其实就是将数字表述为2的连续指数乘方之和。因此，在二进制
中，39=1+2+4+32=1·20+1·21+1·22+0·23+0·24+1·25=100111。

尽管二进制是一个相对较新的概念，但其基本性质（所有数字都
可以表述为两个不同数字的乘方之和）多年来早已为人们所熟知和应
用。例如，古埃及人在做乘法计算时，将一个数值翻倍，另一个数值
除以2（如果该数字为奇数，则把前一个数字除以2），这种算法十分
有效，就是用到了上述性质。





《皇家科学院的历史》中的一页。这是一部关于二进制的著作，作者莱布尼茨，创作时间为
1703年

小游戏练习

转骰子+双人策略游戏。第一位玩家将骰子放在桌上，选择一个数
字，让该数字所在的面朝上。另一位玩家将骰子转一个面，将朝上的
数字与之前的数字相加。双方轮流转动骰子（他们可以得到除顶面和
底面之外的任意一个数字），并将朝上的数字与之前的总和相加。得
出31的玩家胜出。哪位玩家占优势？如何确保自己总是能赢？

剪矩形+双人策略游戏。在方格纸上画一个17×15格的矩形（矩形
的边要沿着网格线来画，一格就是一个长度单位）。给右下角的方格
做上标记。两位玩家轮流用横线或竖线（沿网格线）将矩形分割成两
部分，并将不包含标记方格的部分剪掉。无法再分割矩形（只剩下标
记方格）的玩家输。哪位玩家占优势？如何确保自己总是能赢？

圆形画线+双人策略游戏。在一张纸上画一个圆，上面随意标出8
个点。两位玩家轮流在两点间画线。他们可以连接任意尚未画线的两
点，但前提是任意两条线不能交叉。无法继续画线的玩家输。哪位玩
家占优势？如果游戏开始时，改变点的个数，占优势的还会是同一个
人吗？

游戏6（双人）：走六边形

图1是一个棋盘，棋子1枚，初始位置是S。两位玩家轮流移动棋
子，每次只能走相邻一格，方向向右，可以横着走，也可以斜着走。
成功将棋子移到最后一格（位置M）的玩家胜出。



图1

如果亲自试一下，你就会很快发现，要想胜出，棋子的必经之路
有哪几格。然后倒推一下，就能得出结论：只要第一位玩家的棋子经
过图中标记的格子，他就有制胜策略。或许你一时不会发现，这个游
戏就相当于游戏1（逢20者胜），直到我们看出每走一步就相当于走了
两格（不换行移动）或一格（换行移动）时，才恍然大悟。我们将格
子标上数字，这样就能看得更清楚了（如图2所示）。

图2



游戏7（双人）：走完最后一子

棋盘上一行有6个方格，棋子3枚。两位玩家轮流选择一枚棋子向
右移动，移动几格随意（最少1格，最多走到终点）。游戏的目的是将
所有的棋子走到右端最后一格。将最后1枚棋子走到终点的玩家胜出。
同一格中可以放多枚棋子。注意，这个游戏相当于我们分析过的尼姆
游戏第一版（游戏4）：这里的一枚棋子代表之前的一堆棋子，向右移
动意味着从一堆中拿棋子，棋子到达终点就好比将一堆全部拿完。

现在，我们来分析一下另外两个游戏的对等性。

游戏8（双人）：捡石子

桌上有两堆棋子（比如一堆7枚，一堆5枚）。双方轮流从一堆中
拿走任意数量的棋子（至少1枚），也可以从两堆中拿，不过两堆中拿
走的棋子数要一致。

游戏9（双人）：拯救皇后

将皇后放在国际象棋棋盘的任意一格（比如H8）中。双方轮流向
左、向下，或者斜向左下移动皇后，移动几格随意。成功将皇后移至
A1（第一行和第一列的交叉点）的玩家胜出。

在上述两个游戏中，前者捡石子属于尼姆游戏，只不过允许从几
堆中同时拿走棋子，这种情况我们还没有考虑过。但是这样一来，要
想制定普遍适用的制胜策略，其过程就复杂多了。如果将后者（游戏
9）的走法分析一下，我们很快就会发现，它跟前者是一样的，只不过
把拿棋子变成了移动皇后。皇后横向移动相当于从第一堆中拿棋子；
纵向移动相当于从第二堆中拿棋子；斜向移动相当于从两堆中拿走相
同数量的棋子。

这几个例子表明，在某些情况下，有些游戏乍一看差别很大，其
实非常相似。要想搞清楚这一点，我们可以将它们的目的和规则相互
转换一下。然而，也有的时候，情况恰恰相反。有些游戏看似一模一



样，实际完全不同，尤其是在考虑制胜策略的时候。首先，我们来看
下面这个游戏，它跟游戏1（逢20者胜）看似无异。

游戏10（双人）：雏菊

画上的雏菊有11片花瓣，每片花瓣上放一枚棋子。双方轮流拿走1
枚或2枚棋子，但是，如果两枚棋子挨着（即放在相邻的花瓣上），那
就要一起拿走。



雏菊游戏的起始位置

这个游戏跟我们在本章中分析的第一个游戏（逢20者胜）极其相
似，只不过将20枚棋子换成了11枚。根据这一点，第一位玩家可以在
第一轮拿走2枚棋子，然后保证每轮两人一共拿走3枚，这样他就赢
了。可是，现在有条件限制了——如果两片花瓣相邻，它们上面的棋
子就要同时拿走——之前的策略彻底不奏效了。现在，真正重要的是



棋子的位置，数量已经意义不大了。其实，棋子的初始位置是无所谓
的，因为只要棋子超过3枚，那不管数量是多少，该制胜策略的形成方
法都是一样的。

严格地讲，这个游戏并不属于尼姆游戏，而应该归类于尼姆车游
戏，其通用策略我们尚不明了。事实上，这是此类游戏的一个简单形
式。具体到这个游戏上，我们能够看到，不管棋子的初始数量是多
少，只要第二位玩家把握对称策略，他就一定会赢。我们在玩游戏的
过程中可以观察到，假如玩家能将花瓣分成结构相同的两组，那他就
能通过对称玩法轻松胜出，即拿棋子的时候一定要跟对方对称。既然
在第一轮中，第一位玩家无法将棋子分成两组（这意味着要拿走两枚
不相邻的棋子），那就一定会留下一个缺口。第二位玩家只要再拿出
一个缺口，就能将棋子分成两组了。

游戏和伪游戏

有些游戏跟我们之前讲到的游戏看似雷同，但实际上并不能被归
类为策略游戏，因为任何玩家的行为都无法改变游戏的进程。换句话
说，这些游戏的制胜策略蕴含在规则当中，与玩家的决策无关，因为
玩家改变不了游戏的结果。数学家往往将这类游戏称为“伪游戏”。对
于这类游戏，我们没有必要寻找制胜策略，因为这种策略根本不存
在，但我们可以证明的是，玩家的决策对游戏结果毫无影响。这类游
戏的规则与目的决定了谁永远是赢家。接下来，我们来看两个伪游戏
的例子：

巴比伦，设计者：布鲁诺·法伊杜蒂

当今，抽象的策略游戏界倾向于设计一些看似简单，实则极难分
析的游戏，以至于有些游戏的制胜策略虽然理论上存在，但几乎不可
能确定。接下来这个游戏名叫巴比伦，是由法国游戏设计师布鲁诺·法
伊杜蒂设计的一款策略游戏。它就是此类游戏的典型代表。桌上有12
枚棋子，分为4种颜色，每种颜色3枚。两位玩家轮流选择一堆棋子
（一开始每堆只有1枚棋子）叠放在另一堆上，这个过程要遵守以下规



则：叠加在一起的两堆要么棋子数相同，要么最上面的棋子颜色相
同。无法继续叠放棋子的玩家输。

尽管乍一看，我们只要研究几种具体情况，再将其进行扩展，就
能找到该游戏的制胜策略，但是经过计算机的详细分析，我们发现根
本不存在人脑能够记忆的制胜策略。

巴比伦，由布鲁诺·法伊杜蒂设计的游戏

游戏11（双人）：只看奇数

桌上有20枚棋子，两位玩家轮流拿，每次可拿1枚、3枚或者5枚。
拿走最后一枚者胜。两位玩家中，谁占优势，第一位还是第二位？如
果棋子数变了，情况还会如此吗？该游戏是否跟之前那些一样，也属
于策略游戏，还是另当别论？

如果我们玩几次这个游戏，很快就会发现，第二位玩家总是会
赢，第一位玩家毫无回天之力。其实，第二位玩家甚至是被迫胜出
的，不想赢都不行。与之前的游戏不同，在这个游戏中，奇偶性（包
括初始棋子数的奇偶性和每次拿走棋子数的奇偶性）起了决定性作
用。这就意味着，制胜策略无从谈起，因为该游戏的破解方法是由其
规则决定的。



事实上，假如一开始有20枚（或者任意偶数）棋子，第一位玩家
拿走1枚、3枚或者5枚（或者任意其他奇数）之后，桌上剩余的棋子数
一定为奇数（偶数减奇数等于奇数）。轮到第二位玩家的时候，拿走
的棋子数也只能是奇数，剩下的棋子数则为偶数（奇数减奇数等于偶
数）。这样一来，第一位玩家留在桌上的棋子数将总是奇数，而第二
位玩家留下的就总是偶数。由于0是偶数，所以不管双方怎么拿，最后
胜出的一定是第二位玩家。同理，如果初始棋子数为奇数，最后胜出
的一定是第一位玩家。

游戏12（双人）：圆形和正方形

在纸上画一行圆形和正方形。两位玩家轮流擦掉两个一样的图形
（两个圆形或两个正方形），用一个圆形代替，或者擦掉两个不同的
图形，用一个正方形代替。这样图形越来越少，最终只剩一个图形：
如果剩下正方形，则第一位玩家胜；如果剩下圆形，则第二位玩家
胜。该游戏有制胜策略吗？如果圆形和正方形的初始数量变了，又会
怎样？这是真正的策略游戏吗？让我们以下图所示的初始构型为例来
看一下：

很明显，不管怎么玩，第二位玩家好像一定会赢（即最后剩下的
图形一定是圆形）。圆形数量的变化似乎不会影响游戏的结果，而正
方形数量的变化却可以。



这其实算不上是一个游戏，因为其初始构型和规则决定了花落谁
家。要弄清楚这一点，我们需要分析一下，整个游戏过程中正方形的
数量是如何变化的。游戏每进行一步，正方形的数量要么不变（即用
圆形代替两个圆形，或者用正方形代替一个圆形和一个正方形），要
么减少两个（即用圆形代替两个正方形）。这就意味着，如果一开始
正方形的数量为偶数，在整个游戏过程中就都是偶数，所以最后剩下
的就不可能是正方形；如果这个数量为奇数，则情况相反。

小游戏练习

画三角形。双人策略游戏。画一个圆，并在上面随意标出6个点。
两位玩家轮流在两点间画一条线。一位用黑笔，一位用红笔。玩家可
连接尚未画线的任意两点。成功用同色笔画出三角形的玩家胜。哪位
玩家占优势？如何确保自己一定能赢？如果一开始的点数变了，情况
还会如此吗？这个游戏也可以反过来玩，即谁先画出自己颜色的三角
形，谁就输了。情况又会如何？

巧克力块（I）。一块巧克力上有28个正方形小格，呈4排7列分
布。第一位玩家将其掰成两块，不能破坏任何小格。第二位玩家从中
选出一块（丢弃另一块），再将其掰成两块。双方轮流进行，沿网格
线掰巧克力。无法继续掰的玩家输。该游戏的制胜策略是什么？如果
这块巧克力上有27个正方形小格，呈3排9列分布呢？

巧克力块（II）。跟上个游戏类似，也是将巧克力掰成两块，不过
这次的巧克力上有50个正方形小格，呈5排10列分布。两位玩家轮流将
其（或其中一部分）横向或者竖向（不破坏任何小格）掰开。不过这
一次，我们要保留巧克力的所有部分。谁先掰剩一个正方形小格，谁
就输了。该游戏的制胜策略是什么？如果谁先掰剩一个正方形小格，
谁就赢了呢？

本章的重点是策略游戏，尤其是那些可以被全面分析的策略游
戏。我们的目的在于探讨如何运用数学来为某位玩家制定制胜策略，
前提是该策略的确存在。在解决数学问题的过程中，我们可以采用启
发法，比如研究具体案例、假设游戏结果并逆向倒推、利用对称性，



以及考虑奇偶性等。然而，一旦这些分析游戏的技巧变成了制胜策
略，该游戏就不再是游戏，而变成了另一个已经解决的数学谜题。

从广义上讲，在我们分析过的游戏中，有些相当于尼姆游戏，棋
子数量起关键作用，有些相当于尼姆车游戏，除了棋子数量，还涉及
位置因素，导致原本适用于尼姆游戏的问题解决策略无法使用，从而
使得确定策略的过程更加复杂。



第三章 运气游戏

游戏从哪里结束，严肃数学从哪里开始？

对于很多人来说，数学都是很枯燥的，

完全跟游戏不搭边。另外，对于大多数数学家来说，

数学永远都是游戏，尽管它还可以是很多其他东西。

——米格尔·德·古斯曼

本章重点论述游戏和概率之间的关系。当人类尝试模拟或预测某
些像运气这样看似无序的东西时，这种关系就已经出现了。在此之
前，数学家关注的一直是确定而规律的领域，相关研究有所保障。可
以说，概率计算方法的出现开创了数学界的新纪元。我们逐渐发现，
其应用之处越来越多，涉及领域越来越广。直到现在，我们用数学研
究和模拟的不仅是概率，还包括其他不确定的东西，比如分形学的无
序性和不规律性。

不服输的人：运气游戏和概率的诞生

目前，复杂的概率论的应用领域十分广泛，因为在我们的世界
里，与确定因素相比，不确定因素具有更为重要的意义。然而，概率
论的起源与人们在运气游戏中的好胜心是分不开的。事实上，概率论
的数学模型最初是基于概率的定义发展而来的。17世纪中期，该模型
在法国初步成型，特别体现在1654年，布莱瑟·帕斯卡和皮埃尔·费马在
通信中就安托万·贡博（AntoineGombauld，1607-1685）提出的问题所
进行的讨论，后者我们也称之为德米尔（Chevalier de Méré）。德米尔



是一个狂热的赌徒，他曾向帕斯卡求助，希望其对某些骰子游戏的结
果做出解释。

德米尔一生中很大一部分时间都靠直觉方法来操作和分析运气游
戏。碰巧的是，经证实，这些方法往往都是正确的。看起来，他通过
某些看似平衡的游戏（也就是输赢机会参半的游戏）赢了很多钱。在
当时的人们看来，很多游戏都是平衡的，其中一个就是，掷骰子4次，
至少掷得一次6点，但德米尔却知道，这个游戏是有胜算的。不过，他
提出了一种新玩法，即掷一对骰子24次，至少有一次要掷得一对6点。
他以为这种玩法跟之前的游戏一样，也会赢钱。但他很快就发现，事
实并非如此，原有的策略甚至适得其反。于是，在1654年左右，他找
到了帕斯卡，询问自己的推断哪里错了，为什么新玩法会让他输钱，
跟之前的游戏完全不同。

阿方索十世《对弈集》中的一幅插图，上面画的是一种骰子游戏。

布莱瑟·帕斯卡（1623-1662）

尽管一生相对短暂，这位法国哲学家、数学家和科学家依然在科
学和知识领域做出了很多重大贡献。



他从小天赋异禀，11岁的时候就参加了由马林·梅森组织的科学会
议。1640年，他出版了专著《圆锥曲线论》。1649年，他验证了托里
拆利在气压方面的理论。

1642年，帕斯卡为了帮助在诺曼底做税务员的父亲，设计了一台
计算器。该计算器也叫“加法器”，是最早使用的机械计算器之一，有
的至今还收藏在一些科技博物馆里。这台为商业计算而设计的计算器
引起了各界人士的兴趣，其中包括瑞典的克里斯蒂娜女王和哲学家莱
布尼茨，后者还对其进行了完善。

针对德米尔提出的概率问题，帕斯卡同皮埃尔·费马在通信中进行
了探讨，为概率计算理论模型的出现奠定了基础，帕斯卡将其称为“概
率几何学”。其中，最有名的五封信都出现在1654年，他们在信中分析
了运气游戏，卡尔达诺也曾对此颇有兴趣。

帕斯卡在该领域的另一著作是《算术三角形》（1654）。他在书
中分析并证明了算术三角形的性质。该三角形被称为帕斯卡三角形，
里面的数字与组合数值相对应，后来被牛顿用来确定二项式系数。

1655年，帕斯卡隐居修道院，从此不再致力于数学和科学研究，
转而将余生贡献给了哲学和宗教领域。



皮埃尔·德·费马（1601-1665）

费马是历史上最重要的数学家之一，尽管在数学领域，他的身份
一直是业余爱好者。在其有生之年，他从未出版过任何作品。相反，
其成就为世人所知，还要归功于他与当时几位伟大的数学家之间的通
信往来，比如笛卡儿、梅森和帕斯卡。

费马学过法律，一生中大部分时间都在图卢兹工作。他在当地议
会担任律师，地位显赫。这样一来，他就可以利用空闲时间研究他真
正挚爱的数学。他最感兴趣的是数论，这也是他贡献最大的一个领
域。他曾提出过多个猜想，其中最著名的猜想（当n>2时，方程xn+yn=zn

除了xyz=0的解外，没有其他的整数解）直到20世纪才得以证明。另
外，他还对几何学做出了重要贡献，并且确定了解决最优化问题的函
数极值，为微积分的发展奠定了基础。1654年，他与帕斯卡在通信中
对概率的定义进行了探讨，这是该领域已知最早的相关尝试。

驾驭机会：概率的数学研究



在介绍概率的概念和基本性质之前，我们先来分析一下德米尔的
两种赌博游戏。第一种的具体情况是这样的：掷4次骰子，至少掷得一
枚6点，这样的概率有多少？我们可以运用概率论的基本原理解决这个
问题，即某个事件或其相反事件发生的概率为1。因此，我们必须首先
算一下，掷4次骰子，没有掷得6点的概率是多少。显然，每掷一次骰
子，该概率为p（没有掷得6点的概率）=5/6。而掷4次骰子，每一次都
是完全独立的，这就意味着我们需要将每一次的概率相乘，得出总概
率为：

（5/6）·（5/6）·（5/6）·（5/6）=（5/6）4=625/1296=0.482<1/2。

这样，至少掷得一枚6点的概率就是：

1-（625/1296）=671/1296=0.518>1/2。

由此我们可以看出，正如德米尔原本猜测的一样，掷4次骰子，掷
得一枚6点，在这上面下注是有胜算的。

我们可以用类似的方法来分析和解决第二种赌法：掷两枚骰子24
次，掷得一对6点的概率是多少？跟之前一样，我们必须先算一下在这
24次中，无法掷得一对6点的概率。两枚骰子每掷一次，该概率为
p（没有掷得一对6点的概率）=35/36。因此，掷24次，该概率为：

p（没有掷得一对6点的概率）=（35/36）24=0.5086。

从这个结果可以明显看出，至少掷得一对6点的概率为：

1-0.5086=0.4914<1/2。

以上我们分析的赌博游戏是历史上最早解决的概率问题之一。在
这个过程中，我们已经运用到了一系列定义和性质，二者构成了概率
论的基础。



最著名的雅典黑陶双耳瓶之一，上面的阿喀琉斯和埃阿斯正在玩骰子。该陶器可追溯至公元前
6世纪，证明该游戏曾盛极一时

皮埃尔·西蒙·拉普拉斯（1749-1827）

皮埃尔·西蒙·拉普拉斯（Pierre Simon Laplace）是18世纪最伟大的
数学家之一。他曾学习神学和数学，而后在巴黎皇家军事学院和高等
师范学院任教。他是法国研究所和英国皇家学会的会员。法国大革命
时期，他为十进制的建立付出过不懈努力。在拿破仑的要求下，他曾
任参议院的议员和议长，并于1805年获得荣誉军团勋章。波旁王朝复
辟以后，拉普拉斯强烈拥护路易十八，后者于1817年授予他侯爵头
衔。



他的主要成就在数学和物理领域，最伟大的科学贡献或许就是出
版于1799-1825年的五卷本巨著《天体力学》。在该著作中，他完善了
万有引力，证明了太阳系的稳定性，牛顿、哈雷和欧拉早期都曾致力
于这些问题的研究。

从1780年开始，拉普拉斯转而研究概率问题，出版了专著《概率
论的解析理论》（1812），这被认为是该领域的首部著作。这些作品
的成功又促使他完成了《概率哲学论》（1814），这本书可以说是他
概率论解析理论的简化版。他在书中对确定的宇宙观进行了完整和一
致的论述。关于这一点，拉普拉斯说道：“从本文中可以看出，概率论
起码是唯一一种可以简化为计算的常识……该科学领域最值得我们思
考，其用途也最为广泛，应当纳入我们的公共教育体系。”

这些性质，很多都在之前提到的帕斯卡和费马的通信中进行过讨
论，后来又在拉普拉斯的概率论专著中建立起来。不过它们都是以逆
向的形式呈现出来的，下面我们通过几个相关的掷骰子游戏加以说
明：





帕斯卡和费马在通信中还谈论到另外一个有关赌博游戏的问题。
具体地说，就是如果游戏在某一时刻突然中断，玩家应该如何分配赌
金。这个问题就是我们常说的“点数分配问题”。最早涉及该问题的是
卡尔达诺，他提出的解决方案是基于双方的现有点数，而不是双方在
游戏结束后获胜的概率。

点数分配问题

接下来，我们来看一个最早的概率问题：罗翰和潘妮玩赌博游
戏，先得10点者胜。每一轮游戏中，双方输赢的机会均等，每赢一次
得一点。17轮结束后，潘妮以9∶8领先。这时，游戏无法继续了。由于
双方都没得满10点，因此他们决定分配现有的赌金。该怎么分配呢？

“正确”解决这个问题的依据，严格来说并不属于数学范畴，这就
意味着“合理的解决办法”可能不止一个。然而，我们分析两位玩家获
胜的概率，就可以据此分配赌金。

实际上，他们只要最多再玩两轮就能决出胜负。而在这两轮游戏
之后，可能（且等可能）产生四种结果：（P，P），（P，R），
（R，P），（R，R）。P代表潘妮赢，R代表罗翰赢。其中在三种情况
下，潘妮会赢，因为她就差一点了；只在一种情况下（即最后一种情
况），罗翰会赢。所以，他们的赌金应该按照3∶1的比例分配，即潘妮
得3/4，罗翰得1/4。

计数问题：顺序重要吗？

请记住，某一事件发生的概率是按照以下原则求得的：p（事件）
=有利情况/可能情况，即确定某一事件发生的次数，然后除以可能发生
的总数。在某些情况下，这种计算十分简单。例如，掷骰子得到偶数
的概率是多少？对于这个题目来说，可能情况有6种，其中有利情况有
3种（掷得2、4或6）；因此，p（事件）=3/6=0.5。由于可能情况的总
数非常小，我们可以简单地通过列出所有情况来计算出有利情况的数



量。但是，也有一些时候，对有利和（或）可能情况的计算或许要复
杂得多。因此，我们必须正确地分析问题，并找到计算各种情况数量
的方法。也就是说，列出所有情况，并对其正确计算。这对于我们分
析运气游戏，或者任意相对复杂的随机问题，都极其重要。

接下来，我们将通过分析几个案例来看几种不同的计数方法。

情境1

12位选手赛跑，（前三名）登上领奖台，会出现多少种不同的情
况？

12位选手谁都有可能跑第一。任意一人得第一的情况下，另外11
名选手都有可能得第二，然后其余10位选手都有可能得第三。所以，
领奖台上可能出现的不同情况有：12·11·10=1320。

这个问题其实就是将12位选手按3人分组，每组选手的顺序都不
同，求总共有多少组。

在这里，名单上出现1、2、3和2、3、1是不一样的，即使在这两
种情况下，登上领奖台的人相同。在第一份名单中，1号选手获得冠军
（2号亚军，3号季军），而在第二份名单中，2号选手获得冠军（3号
亚军，1号季军）。

这个题目也就是求12个元素中，3个元素的不同组合数：正如我们
之前所说，V12，3可以通过12·11·10来计算得出。总的来说，我们在计
算m个元素中n个元素的不同组合数（n<m），就可以运用以下公式：

Vm，n=m·（m-1）·（m-2）·……·（m-n+1）

情境2

玩桥牌时，一人手中的13张牌可以有多少种不同的排序方法？



如果我们要计算13张牌可能出现的不同排序方法，那么第一张牌
就有13种可能，第二张有12种可能，第三张有11种可能。以此类推，
直到最后一张，也就只剩一种可能了。

因此，排序总数为：

13·12·11·……·3·2·1=13!=6227020800

以上计算过程也就是求13个元素的排列数，其结果也可以用阶乘
符号表示。在这个题目中，就是在第一个数字之后加上感叹号，即
13!。n!就表示所有小于等于n且大于等于1的整数的积。下面这个表格
中列出了1~12的阶乘，我们可以从中看出这些数字的规律：



计数是很多纸牌游戏的基本技巧：《玩纸牌者》，卢卡斯·凡·莱登（1520）

情境3

玩桥牌时，把52张牌分给4个人，会有多少种不同的牌面？

在这里，我们需要计算的是52张牌，每13张分成一组，不考虑每
组牌的顺序，会有多少种不同的分法。要计算不同的牌面，而且不计
纸牌顺序，一种可能的计算方法为：

52·51·50·……（13项）……·42·41·40=3.95424·1021



然而，由于不考虑纸牌顺序，我们应该注意到，每13张牌一组，
每组牌我们都算了13!次（即13的排列方法总数）。这意味着桥牌游戏
中，不同的牌面应该有：

（52·51·……·41·40）/13!=52!/（39!13!）=635013559600

可以看到，我们得出的数字是相当大的。对于第一种算法，我们
将纸牌顺序考虑在内，得出的结果为22位数；对于第二种算法，我们
不考虑纸牌顺序，得出的结果为12位数。我们可以将这两个数字同宇
宙年龄相比较：1.5·1010年（用秒来表示大约为4.7·1017秒）。也就是
说，第一个数字（3.9·1021）要比自宇宙大爆炸以来流逝的所有秒数的
8000倍还要大，而第二个数字（6.3·1011）则是宇宙自形成至今所经历
的所有年数的42倍。

这个题目也就是求52个元素中13个元素的组合数，元素顺序不
计，其结果可以记为C52，13。计算方法我们已经讲了，就是52!/（39!
·13!）。因此，要求m个元素中n个元素的组合数（n<m），就可以运用
以下公式：

Cm,n=m!/(m-n)!·n!

情境4

足球决赛以平局收场，需要以点球决胜负，通常每队踢5球，每一
球必须由不同的球员完成。那么每队11名球员中需要选出5名来踢点球
完成比赛，该球员名单共有多少种？

在这个题目中，球员顺序是否需要考虑在内尚不清楚，所以两种
理解都是可以的。

a）5名球员为一组，任意两组至少要有一名不同的球员。在这种
情况下，11个元素中每5个元素的组合数为：11!/（5!·6!）=462。

b）但是，熟悉此类比赛的人都知道，每一队提交给裁判的名单上
都要列出球员的顺序，5名球员要依次踢出5个点球。这样一来，如果



两份名单上的球员相同，而顺序不同，那就应被视作两份不同的名
单。因此，11个元素中5个元素的不同组合数为：11!/6!=55440。

彩票号码和其他错觉

这是小说中的一段对话：

“请给我一个彩票号码。”

“给，00010。”

“我不想要这个，这个数太小了，永远中不了。”

“如果你想要的话，00001也给你吧；两个号码收你一个的钱。”

“这个我也不想要，更中不了。”

“好吧，我这儿还有74283。”

“这个不错！就它了。谢谢你让我换成这个。”

我们对于运气和游戏规则都有自己具体的想法。然而，当一些非
常简单的概率问题摆在我们面前时，怀疑就会悄然而生，而且这种怀
疑往往比对其他类型的数学问题和游戏所产生的怀疑要强烈得多。所
以，当我们力图用概率为运气建立数学模型时，就必须对每一种情况
进行详细的分析。前文中的对话或许有些夸张，却足以表明，我们在
日常生活中，往往并没有运用概率学的最基本原理解决问题，尤其是
在玩运气游戏的时候。而且，很多人利用体育比赛或其他活动来赌
博，这也充分体现了大众对概率计算知之甚少。甚至当事实证明，很
多游戏输钱的概率很高，很多赌徒每周都赌，却很少会赢，但仍然有
人乐此不疲，而且嘴边总是挂着一句话：“总有一天会轮到我的。”只
不过，他们开车出门，考虑到发生交通意外的概率时，就不会这么讲
了。



离奇的概率

现在我们来看几个有趣的案例，希望其中体现的比赛输赢或打成
平手的概率问题，能引发我们对直觉的思考，有时甚至是怀疑。所有
这些游戏和问题都会说明，一般来说，我们对于概率的了解并没有自
己想象的那么深入，直觉经常会误导我们去相信一些与事实相反的情
况。

草地滚球

两位好友约翰和查尔斯酷爱草地滚球，他们玩球的规则如下：约
翰有两个球，而查尔斯只有一个。他们设好目标球，并向其滚球。假
设二人水平相当，那么约翰的球最靠近目标球的概率是多少？

乍一看，该答案应该是2/3，因为查尔斯只有一个球，这个球可以
排在第一、第二，或者第三，而对于后两种情况来说，约翰的球都是
最近的。可是，如果我们换个角度来考虑这个问题，就会得出四种可
能的结果：约翰的两个球可以停在查尔斯的球之前、之后，或者一个
在前，一个在后，或者恰恰相反。在这几种情况下，查尔斯能赢的情
况仍然只有一种，但是约翰的球最靠近目标球的概率却上升到了3/4。
两种算法，哪个出了错？原因何在？

第一种推算方法是正确的。如果球上没有标记，那可能产生的情
况就有三种，而如果球上做了标记，那比赛结果就成了六种，其中约
翰的球最靠近目标球的有四种。第二种推算方法是错误的，因为考虑
到约翰两个球的具体位置，在可能产生的一般结果中，只有一种可以
被一分为二，即查尔斯的球排在中间的时候。如果我们这样处理该结
果，就必须对其他两种一视同仁，即查尔斯的球排在最前和最后的时
候。

标准骰子

布兰达和罗杰有一枚标准骰子，也就是六面分别标着数字1~6的骰
子。布兰达先掷，罗杰后掷。布兰达掷得点数高于罗杰掷得点数的概
率是多少？



显然，任意数字出现的概率都是1/6（即罗杰与布兰达点数相同的
概率为1/6）。因此，他们掷得不同点数的概率为5/6。那么布兰达点数
更高的概率就是该数值的一半，也就是5/12。

赢的概率是多少？

有三枚不同颜色的骰子。红色骰子上标有数字2、4、9，每个数字
标在两面上；蓝色骰子标有数字3、5、7，每个数字也标在两面上；白
色骰子上标有数字1、6、8，标记方式跟前两个一样。两位玩家轮流选
择一枚骰子投掷，点数较高者赢。如果让对方先选择骰子，那么对方
就有可能一直选择正确的骰子，从而保证其获胜的概率更大。应该如
何操作？骰子该如何选择？

创作于1世纪的庞贝古城壁画，上面有两个人在掷骰子

尽管所有骰子上的数字之和都是一样的，但这其中蕴含着玄机。
即蓝色压制红色，白色压制蓝色，红色压制白色。对这3组配对来说，
掷9次骰子，平均前者赢5次，后者赢4次。这就意味着，我们可以通过



分析每一对骰子可能产生的所有情况轻松计算出概率，即一枚骰子点
数较高的概率为5/9，另一枚点数较高的概率为4/9。因此，只要他们别
选错，第二位选骰子的玩家就一定会有更大的胜算。

有争议的抽奖

老师决定在班上的30名同学中抽奖。有人建议，拿出30张纸，每
张纸都做上标记，折起来混到一起，然后再发给每一位同学。老师提
出了更加简单快捷的方法：“我从1~30找一个数字，将它写到纸上，然
后按照你们的座次，依次经过你们身边，然后每位同学说出一个不同
的数字，看谁先猜到我找的那个。”一个坐在后排的同学不同意这种做
法，他认为他可猜的数字范围很小，与第一位同学相比，他能猜的数
字很少，而且他甚至很有可能根本没有猜数字的机会，因为他前面的
同学很有可能已经猜中答案了。这位同学的想法正确吗？或者说，老
师提出的抽奖办法公平吗？

老师的推算方法是完全公平的，每位同学猜中的概率都是一样
的，都是1/30。事实上，对于第一位同学来说，猜中的概率就是1/30，
因为他要从30个数字中做出选择。第二位同学猜中的概率则是：
29/30·1/29=1/30。更明确地说，该公式中的两部分分别是第一位同学猜
错的概率（29/30）和之后第二位同学猜中的概率（1/29）。那么，第
三位同学猜中的概率就是：29/30·28/29·1/28=1/30。以此类推，直到最
后一名同学。另外，请注意，第一位同学猜中的概率是1/30。假如其他
同学猜中的概率降低了，那全班同学的概率之和就不等于1了；这是不
可能的，因为所有的数字都被猜过之后，总有一个是正确的。

无趣的赌博

一位轮盘赌玩家经常赌单双数（如果赢了，其赌金翻倍；如果输
了，赌金就没了）。他决定按以下方式下注：开始的赌金是一定的，
然后每次都以手中现有赌金的1/10下注。如果他一开始有100英镑，然
后连赌10局，输赢各5次，那最后剩余的赌金与一开始相比，是更多、
更少，还是持平？这个问题可以进一步扩展，假设该玩家的起始赌金
数为m，然后每次都以现有赌金数的1/n下注。



乍一看，10局过后，输赢各5次，这位玩家手里的钱跟一开始是一
样的，但其实他是输钱的。他每赢一次，赌金增加1/10，相当于将其数
额乘以1.1，而每输一次，赌金减少1/10，相当于将其数额乘以0.9。这
样一来，输赢各5次（不考虑输赢顺序），玩家的剩余赌金为：
100·（1.1）5·（0.9）5=100·1.61051·0.59049=100·0.95099=£95.099，少了
将近5英镑。这种算法可以进一步延伸，由于（1+1/n）·（1-1/n）=1-
1/n2，该结果小于1，所以玩家最终的赌金一定比一开始少，因为一个
初始数值，乘以一个小于1的数，得出的数值一定是更小的。

共同的生日

接下来又是一个令人出乎意料的概率问题：在25个人中，至少有
两人同一天生日的概率是多少？考虑到一年有365天（闰年不计），而
人只有25个，我们往往会凭直觉认为这种概率很低，至少不会超过
0.5（多半不可能）。而我们通过概率计算就会发现，这个问题的答案
实际上是超过0.5的（可能性很大）。

18世纪的一幅插图中的人在玩“单双数”游戏，轮盘赌就是由该游戏发展而来的



的确，既然有可能两人或两人以上同一天出生，我们只要算出在
这25个人中，每个人生日都不同的概率就可以了。因此，我们来挨个
看一下这25个人。第一个人的生日可以是365天中的任意一天，第二个
人的生日就是剩余364天中的任意一天，第三个人的生日就是再剩余的
363天中的任意一天，以此类推。这样一来，25个人生日都不同的概率
是：

p（不同生日）=365/365·364/365·363/365·……·341/365

=365!/（340!·36525）≦0.4313

有了这个结果，我们就可以推算出，至少两人同一天生日的概率
为：1-0.4313=0.5687>1/2。事实上，只要有23个人，此概率就会超过
1/2。

运气没有记忆

当我们判断某些独立事件的可能性时，往往会被直觉误导。假设
我们在看一场轮盘赌，已经连续10次转到了双数。我们需要决定下一
轮向单数还是双数下注。哪一种选择最好？有了最基本的概率知识，
我们会毫无疑问地说，之前的结果都无所谓，因为转到单数或者双数
的概率都是一样的。我们常说“二者毫无关联”，然而，人们往往意识
不到这一点，就像我们接下来要分析的案例一样。

抛硬币

一位数学老师让学生抛硬币数次，比如150次，并记录结果，正面
朝上记为1，背面朝上记为0。两名学生的记录结果如下：

拉莎：
01011001100101011011010001110001101101010110010001010100111001
10101100101100101100100101110110011011010100101100101011000100

11010110011101110101100011

卢克：
100111011110100111001001110010001110111111010101011110000101000



10100100000100011000101000000000110010000100111110000110101001
0010011111101001100011010

老师看了结果后，认为里面有问题。很明显，一名学生正确地完
成了试验，而另一名学生觉得抛硬币没必要，只要随意写下一串1和0
就能糊弄过去。不幸的是，他们对概率并不是很了解，老师很快就发
现其中一人偷懒了。他们之中谁没有抛硬币呢？

拉莎的记录中1和0的分布比较规律，所以老师怀疑作弊的是她。
事实上，我们比较一下拉莎和卢克的结果就会发现，一方面两人的记
录中，1和0的个数很相似而且“很合理”（前者为78和72，后者为70和
80）；但是在拉莎的数据中，1和0连续出现的次数很少（最多3次），
而在卢克的数据中，1和0却连续出现4次、5次，最多达9次。因此老师
才会怀疑拉莎。

如果我们从条件概率的角度来分析两人的记录，并且要记得，每
次抛硬币的结果都与之前的结果无关，那我们就能清楚地知道，一个1
后面，1和0应该“合理”分布。而事实上，在拉莎的记录中，一个1后
面，有47个1和30个0，两个1后面，只有5个1和18个0，而且有5次出现
三个1之后，也总有一个0。而且在她的记录中，关于0的排列，这种偏
差也很明显，但是卢克的记录却不是这样（比如，两个1后面有18个1
和14个0，三个1后面有9个1和9个0）。这样一来，拉莎对运气的记录
太过规律，从而让老师怀疑她捣了鬼。

然而，信息是否影响概率呢？在接下来的情境中，基于这个问题
所产生的决策真的十分耐人寻味。下面这个游戏，是经典的“囚徒困
境”问题的变体。它说明，要想证实给出的信息如何影响概率，是相当
困难的。

游戏节目

电视游戏节目中经常设计一种挑战，让选手猜哪扇门后有奖品。
选手面前有三扇门，只能选择一扇（但不能打开）。主持人（知道哪
扇门后面藏着奖品）先打开一扇门，这扇门既没有被选手选中，后面
也没有奖品。然后主持人问选手，在两扇尚未打开的门中，他要不要



将一开始选择的那扇换成另一扇。如果选手要换的话，他赢得奖品的
概率会更大吗？

这是一个新的概率问题，十分有名且颇具争议。我们必须考虑每
扇门后藏着奖品的概率是如何变化的。选手从三扇门里选一扇，选中
奖品的概率是1/3。当主持人从另外两扇门中选一扇（没有奖品的）打
开之后，第一扇门的概率并未发生变化，因为我们已经知道打开的那
一扇没有奖品。然而，另外那扇没有选中的门（仍然关着）的概率的
确发生了变化，已经从1/3上升到了2/3（剩余两扇关闭的门的概率之和
必须是1）。因此，选手应该选择换门，将胜出概率提高到2/3。这个问
题引发了争议。按照上面所说，选手最初选定的那扇门的概率是没有
变化的，但也不一定。如果不是让主持人打开一扇没有奖品的门，而
是选手在第一次做出选择之后，再从剩下的两扇门中选一扇，并询问
后面是否有奖品，主持回答是或否。在这种情况下，第一次选中的那
扇门的概率就从1/3上升到了1/2。

谦逊的两次诺贝尔奖得主

莱纳斯·鲍林（Linus Pauling，1901-1994）在第二次获诺贝尔奖时
（1954年因其在量子化学方面的成就，首次获得诺贝尔化学奖；1962
年，因反对核弹测试，获得诺贝尔和平奖），以明显开玩笑的口吻说
道，第一次得奖特别不容易，因为概率大约是60亿（世界人口总数）
分之一，而第二次的含金量大大下降了，因为概率是几百（在世的诺
贝尔奖曾经得主的人数）分之一。这句话虽然风趣幽默，却是错误的
推理，问题出在哪里？



1962年，莱纳斯·鲍林（右）获诺贝尔和平奖

如果说，第二次得诺贝尔奖的概率只看已经获过此奖的人数，那
前提必须是，评委会决定，这次得奖的必须是之前得过奖的人。如果
没有该信息，至少在概率上，第二次得奖跟第一次得奖的难度是完全
一样的，因为在选拔过程中，评委会并未考虑候选人以前是否得过其
他诺贝尔奖项。因此从概率的角度来评判诺贝尔获奖的想法，本身就
很可笑，因为这显然不仅是运气问题，更主要的还是看得主的成就。

我们可以将这个游戏进行扩展，得出一个有趣的题目。假设有n扇
门，其中一扇后面有奖品。选手选择一扇（但并不打开），主持人从
其他门中打开一扇没有奖品的，然后问选手要不要换。然后主持人再
打开一扇（从其他关闭的门中选择，选手最后选定的一扇除外）没有
奖品的，再问选手要不要换。游戏继续，直到剩下两扇关闭的门，选
手再做最后一次选择。在整个游戏过程中，为了保证最大的得奖概
率，选手应该怎么做？获胜的概率是多少？

首先，主持人每打开一扇门，所有关着的门后有奖品的概率都会
发生变化，选手选中的那扇除外。这意味着，保证赢奖概率最大化的



策略就是不要换，直到最后只剩下两扇门，这时选手就应该换了，他
赢奖的概率就成了（n-1）/n。另外，选手第一次选的时候，赢奖的概
率是1/n（不要忘了一共有n扇门）。如果选手直到剩两扇门的时候才
换，那一开始选的那扇门的概率仍然是1/n。也就是说，另外一扇尚未
打开的门的概率就是（n-1）/n，可能会更高一些。另一方面，如果选
手中途换门，那这个概率（取决于选手换门的次数和时机）计算起来
就要复杂得多了，不过一定会超过1/n（任意一扇门的概率都至少会上
升一次）。这就是说，只剩两扇门尚未打开的时候，无论哪一扇，概
率都不到（n-1）/n了。我们要想更深入地研究这个游戏，就可以分析
一下，当我们运用不同策略的时候，其概率会如何变化。结果很复
杂，但也很有意思。

数学与期望

我们在运气游戏中做决策时，所依据的最重要的概念之一就是所
谓的“数学期望”（mathematical expectation）。我们先来看几个例子，
然后给出该术语的完整定义。假设我们要玩这样一个游戏：抛出两枚
硬币，如果都是正面朝上，赢4英镑；都是反面朝上，赢1英镑；一枚
正面朝上，一枚反面朝上，输3英镑。我们赢钱的把握大吗？估计能赢
或者能输多少？

抛出两枚硬币，可能产生4种结果：两枚正面（p=1/4），两枚反面
（p=1/4），一枚正面一枚反面（ p=1/4），一枚反面一枚正面
（p=1/4）。所以，平均来说，每抛4次，就会两正，两反，两次一正一
反。这就意味着，平均来看，输赢结果为1·£4+1·£1+2·（-£3）=-£1。由
此可见，这场赌局我们不应该参与，否则就会平均每4局输掉1英镑，
更准确地说，是每局输掉25便士。该游戏结果也可以这样来算，将每
一种可能情况的概率乘以相应的赢钱数额（或者输钱数额），然后取
各项之和，即：

1/4·£4+1/4·£1+1/2·（-£3）=-£0.25



再来看第二个例子。一场骰子赌局，如果点数为6，庄家回报6个
筹码；点数为奇数，回报4个筹码；其他情况没有筹码。每轮我们应该
下注多少才能保证输赢持平？

我们已知，p（6点）=1/6，p（奇数点）=1/2，所以每轮下来，预
计结果为：1/6·6+1/2·4+1/3·0=3个筹码。所以，只要下注3个筹码，就能
输赢持平（即玩家不输不赢）。

通过这个例子，我们可以引入数学期望和平衡赌博两个概念，并
且从更加广义的范畴来定义它们。假设E1、E2、E3……En代表运气游戏

中可能发生，但不会同时发生的事件，其发生概率分别为p1、p2、

p3……pn（p1+p2+p3+……+pn=1），相应的回报为r1、r2、r3……rn，那么

某个游戏（或某个随机试验）的预计回报，或者说数学期望（X，在这
个游戏中即事件E1、E2、E3……En的结果）就可以被定义为：

X=p1·r1+p2·r2+p3·r3+……+pn·rn

根据这个定义，如果某种赌博游戏的数学期望（即每一轮的平均
回报）与下注数额相等，那么我们才能称之为公平的（或者说平衡
的）。我们还可以说，这类游戏的总体数学期望（预计回报减去赌
注）为0。

利用数学期望来判断运气游戏是否平衡，还可以用另外一种方
法。

三枚骰子的赌博

某运气游戏玩法如下：玩家给1到6的某个数字，比如3，下注1英
镑。同时掷出三枚骰子，如果掷得一个3，赢1英镑；两个3，赢2英
镑；三个3，赢3英镑。不论哪种情况，玩家都能赢回下注的1英镑赌
金。如果三枚骰子都不是3，则输掉赌金。这个游戏平衡吗？对玩家有
利，还是对庄家有利？



乍一看，这种赌法似乎对玩家有利，而事实并非如此。如果我们
按照下面的思路来考虑问题的话，这场赌博好像很诱人。由于有三枚
骰子，每一枚得到制胜点数的概率都是1/6，那么赢钱的概率就至少是
1/2。而且，我们甚至有机会掷得两个甚至三个3。也就是说，该游戏是
有利于玩家的。

然而，以上推理是不正确的。其实，该游戏的结果有216（6·6·6）
种。出现三个3的情况只是其中一种（p=1/216），出现两个3的情况有
15种（p=15/216），玩家赌金翻倍的情况有75种（p=75/216）。因此，
玩家输掉赌金的情况就有125（216-1-15-75）种。

输钱的次数（125）要比赢钱的次数（90）更多。我们来计算一下
下注1英镑的数学期望：

3·1/216+2·15/216+1·75/216-1·125/216=108/216-
125/216=-17/216=-0.0787……

所以，这个游戏是有利于庄家的，预计其每局可赢将近8便士。

由此看出，数学期望在运气游戏中是很有用处的。另外，此概念
还可以用于很多随机情境中。这些情境往往与运气游戏毫不相关，举
例如下：

提前报名

假设一次会议将于明年7月召开，你很想参加，但由于有工作和其
他一些事情，你拿不准是否能够成行。

如果在3月1日之前缴费，报名费是150英镑（如果参加不了，报名
费不退）；如果在这之后报名，报名费则是200英镑（甚至到会当天报
名缴费也可以）。

2月28日，你估计自己参会的可能性（我们用p来代表此概率）。
到底是提前缴费，还是到会之后再缴费呢？概率p的值能给你提供什么
信息？



如果提前缴费，期望值是损失150英镑（因为不管你是否参会，费
用概不退还）。

如果到会缴费，期望值是损失£200·p+（1-p）·0=-£200·p（只有到
会之后才付钱）。

假如p=150/200=0.75，二者就会相等。

因此，假如p>0.75，最好提前报名；假如p<0.75，最好到会以后再
报名。假如p=0.75，那怎么做都无所谓。

是否能赢过庄家？概率和重复事件

之前我们讲过，通过数学期望，我们能看出某种赌博游戏是否平
衡。在前一种情况中，几轮游戏过后，玩家的期望值是输赢持平，而
在后一种情况中，我们已经说明如何确定玩家期望赢钱（或者输钱）
的数额。然而，过去一直存在这样的情况，有些玩家在多次参与平衡
的或者期望值略偏输钱的赌博之后，仍然赢了很多钱。我们可以利用
数学来更好地理解运气游戏（即试验）中重复游戏（即尝试）之间的
关系，从而找到确定“超出预期”概率的方法。

首先，我们来分析轮盘赌游戏（有37个数字，包括1~36和0）中出
现的一个问题。10局游戏中转到三个0的概率是多少？

某一位置转到三个0的概率是：（1/37）3·（36/37）7=0.00016。这
是总概率，由于三个0可能转到的位置共有C10，3=120，也就是说：

p（10局中转到三个0）=120·0.00016=0.0192，大约是1/50的概率。

这个例子可以进一步扩展，从而得出一个重要的运气游戏分析结
果。假如一个运气游戏（或者说随机试验）进行了n次（n次独立的尝
试），那么与游戏相关的某一事件（成功）将被重复的概率p就是：

p（n次试验中r次成功）=Cn，r·pr·q
（n-r），这里的q=1-p，r≤n。



当r取1到n的不同数值时，此概率的分布就是二项分布。该分布应
用的前提是，每次试验都是独立的，结果事件发生的概率在整个连续
试验中保持不变。

我们可以利用该概率分布计算出掷硬币n次，出现r（r=1，2，
……，n）次正面朝上的概率。这时， r（一次正面）=1/2，因此
q=1/2，那么pr·q8-r=（1/2）r·（1/2）8-r=（1/2）8=1/256。将该数值乘以r
取不同值的组合数（C8，r）就能得出：



从表格中可以看出，此概率分布具有对称性，原因在于掷硬币时
正面朝上的概率为1/2。你很有可能已经发现，序列（1，8，28，56，
70，56，28，8，1）中的数字之和为256（28），而且它们与帕斯卡三
角形中的一行数字相同。事实上，二项分布与二项级数的系数有关。
在这个例子中，二项分布是与（a+b）8的相邻系数相对应的。



第四章 博弈论

90%的数学成果都超出了实际需要的范畴，都来自对谜题答案的探
索。

——让·迪厄多内（Jean Dieudonné）

博弈论是数学的一个分支，主要用于决策制定。它适用于存在冲
突的各种情境，参与者在不知道对方决策的情况下，必须制定出能够
使自己利益最大化的决策。该理论是基于抽象游戏形成的，并由此得
名，不过其实际意义并不在于游戏本身，而在于将游戏的理念应用于
各种问题的分析和解决。

本章的研究重点是存在竞争的双人零和博弈。术语“零和”是指一
方的收益必然等于另一方的损失，也就是说，赢家只有一个，获得全
部收益。各方一定会设法采取对自己最有利的行动，更确切地说，就
是让自己的收益最大化。换句话说，各方的最终目的都是将全部收益
收入囊中。

博弈论原理

在介绍博弈论之前，我们先来看三个不同难度的游戏，其中蕴含
了几个贯穿本章和下一章的重要概念。需要说明的是，尽管该理论包
含“博弈”一词，从而谈及游戏、玩家、回合、策略、平衡的游戏、游
戏的价值等等，但实际上，我们这里提出的任何情境都与我们在前几
章中提到的“游戏”术语不是一回事。更好的方法是想象某个情境或者
冲突，最初发生在两人（或两个群体）之间，规则决定了双方同时做
出可行的对策，而不是像第二章中轮流行动。这就意味着，他们在不
知道对方策略的情况下，一方得益，另一方损失。因此，从现在开



始，我们要探讨的内容包括：博弈——代指某些情境；玩家——某一
情境中至少涉及两人；策略——任意一方都将做出相当于游戏招数的
决策；收益——更清楚地说，每次决策造成的利益得失。

为了对博弈论的基本原理建立初步认识，我们先来看一个例子。
这个例子非常简单，甚至算不上博弈。A、B两人必须同时写下数字1
或2。B必须向A付钱，数额为两人写下的数字之和。显然，该博弈并
不平衡，因为A一定会是赢家。然而，我们可以提出疑问，双方怎么做
对自己有利？我们可以将该博弈看作一个矩阵，也就是收益矩阵，它
可能会产生如下结果：

该矩阵中的数字就是B必须支付给A的数额，这要看双方选择的策
略（双方各有两种可能的做法，从而产生了矩阵中的四种结果）。由
于该博弈十分简单，因此一目了然，假如双方都从自己的利益出发，A
就会写2，而B就会写1，那么A的收益为3英镑。

博弈论的先驱

早在17世纪，科学家已经提出建立一门学科，利用科学方法研究
人类行为和冲突，比如克里斯蒂安·惠更斯（1629-1695）和G.W.莱布尼
茨（1646-1716），但他们并没有取得重要成果。然而到了18世纪，从
这个角度分析游戏的相关作品仍然十分罕见。不过，1713年，詹姆斯·
瓦尔德格雷夫（James Waldegrave）在信中提出了一种仅限双人的扑克
牌玩法。该方法与现在的一种混合策略类似，他利用其提出了极大极
小的破解方案。但是，该方案没有形成理论，也没有进行扩展，从而
无法应用到其他情境中去。



德国哲学家G.W.莱布尼茨，在数学领域颇有建树

19世纪，多位经济学家建立了简单的数学模型，用于分析基本的
竞争情况。其中包括安东尼·奥古斯丁·库尔诺的《关于财富理论之数学
原则的研究》（1838），该著作阐述了双头垄断，并提出了解决方
案，该方案可以被视为纳什均衡的一种具体情况。然而，从根本上
说，直到20世纪，博弈论才发展成一种具有充分依据的数学分支。

为了弄清楚双方如何获得收益，我们需要对他们的做法做进一步
分析：由于A不知道B的做法，他肯定会假设，B会尽量减少其付钱的
数额。这样一来，A如果写下1，他的收益至少是2英镑，如果写下2，
他的收益则至少是3英镑。我们将3（矩阵左下角的数字）称为极大极
小值（即最小值中的最大值）。同样，B也会假设，A会设法得到最大
的收益。所以B如果写下1，就会最多损失3英镑，如果写下2，就会最
多损失4英镑。我们将3称为极小极大值（即最大值中的最小值）。就
像这个例子，如果某博弈的极大极小值和极小极大值位于同一格中，
那该博弈就可以说是“严格确定的”，并且有一个鞍点（就好比一个马
鞍和两条正交曲线，一条有最小值，另一条有最大值，交点就是一条
线的最小值和另一条线的最大值重合的点）。



鞍点对应的数值就是对弈值，也就是这个例子中的3英镑。只要双
方都实施最优策略，就一定会得出这个数值。如果有一方采取了不同
的做法（即运用另外一种策略），其对手就能提高对弈值，从而增加
收益或减少损失，具体是哪种情况，还要看他是A还是B。这种博弈也
可以称为确定博弈，存在纯策略。

现在，我们来看另一种博弈，双方的策略也具备以上条件，但不
同的是收益矩阵，这次是建立在平等标准之上的：如果双方写下的数
字相同，A赢1英镑，反之，B赢1英镑。

现在，A的极大极小值是-1（两个最小值都是-1），而B的极小极
大值是1（两个最大值都是1）；这一差异意味着这场博弈没有鞍点，
如此一来，也就没有纯策略。如果A采取某种策略（比如总写1），要
是B发现了，B就会顺理成章地写2，那他就总能赢1英镑。由于该博弈
非常简单，且具有对称性，那最优策略就是1和2都要有，这样对手就
找不到规律了。所以，最优策略就是行动随机，比如抛硬币，正面朝
上写1，反面朝上写2。在这种情况下，纯策略根本无从谈起，因为这
里面必然包含运气因素，无法提前确定。如果最优策略牵扯运气，而
且不能公开，我们就可以考虑“混合策略”。

这两个例子都是比较极端的情况。在第一个例子中，博弈是由纯
策略的选择来确定的，因为如果双方都采用最优策略，那结果将是一
致的，我们称之为“对弈值”。而在第二个例子中，预先确定的策略并
不一定会产生最佳的结果。要想获得最佳结果，唯一的办法就是运用
随机策略，也就是“混合策略”。



现在我们来看另一种博弈，跟之前的例子类似，但是双方的最优
策略分析起来要复杂得多。和之前一样，双方可以写下两个数字。A可
以写1或8，B可以写7或2。如果双方写下数字的奇偶性相同（都是偶数
或者都是奇数），A就赢得收益，数额为A写下的数字；相反，B则赢
得收益，数额为B写下的数字。

该博弈的收益矩阵如下：

记住，该收益矩阵中的数字都是针对A的收益来看的；所以，如果
B赢的话，就会记为负数，表示A的损失。A能赢1英镑或8英镑，而B能
赢2英镑或7英镑。该矩阵没有鞍点；极大极小值为-2（-2>-7），而极
小极大值为1（1<8）。事实上，在一个2×2的矩阵中，如果一条对角线
上的数值大于其他两个数值，就不会有鞍点。这意味着，该博弈无法
确定，没有纯策略。在之前的博弈中，双方的最优策略就是选择随机
行动，从而平衡收益。但是，这种情况就不一样了，B是有制胜策略
的。尽管双方还是要采用一定程度的随机行为，但其最优策略并不是
那么绝对。双方都可以按照一定的比例来做决定。因此，我们可以利
用双方的混合策略来破解这场博弈。我们之后还会再来探讨博弈的结
果，以及双方最优策略的确定。

你或许已经发现，在用矩阵来呈现的各类博弈当中，各行列出的
是第一位玩家的不同策略，各列列出的是第二位玩家的不同策略。这
称作博弈的“正规形式”，也是最常见的双人同时做出举动的博弈模
式，在我们进行博弈论分析的大多数情境中都会出现。还有另一种呈
现方法，我们称之为博弈的“扩展形式”，即用树形图来呈现所有的步



骤。最适合该形式的是双方轮流做出举动的博弈。第二章中探讨的大
多数游戏皆属此类。

博弈论的诞生

20世纪初，有些科学家已经开始尝试形成某种理论框架。到20世
纪中期，该框架不断发展，形成了当今博弈论的理论基础。第一条普
遍定理是由恩斯特·策梅洛（Ernst Zermelo，1871-1953）证实的，相关
著作最终于1912年完成。该定理的内容为：对于任何有限完全信息博
弈（比如国际跳棋或国际象棋）来说，都存在基于纯策略的最佳解决
方案，也就是说不需要考虑随机因素。然而，该定理只证实了该解决
方案的存在，至于如何寻找这样的策略，却几乎没有说明。

法国数学家埃米尔·博雷尔在概率论领域进行了大量研究

1920年，伟大的数学家埃米尔·博雷尔（Émile Borel）对该新兴理
论产生了兴趣，并引入了混合策略（即包含随机因素的策略）的概
念。不久，约翰·冯·诺依曼开始了该领域的研究，并于1928年提出并证
实了极大极小定理，该定理后来成为博弈论发展的关键一步。该理论
的内容为：在双人有限博弈中，有一个平均值，在公平博弈的前提



下，该平均值代表玩家A可以从玩家B那里获得的收益，也就是玩家A
努力获得的最大收益，或者最少损失。

何时达到均衡？

我们在前一部分中分析的博弈从很多方面来看都很简单。玩家只
有两人（属双人博弈），而且每人只有两种选择（都是2×2的收益矩
阵）。另外，它们都是零和博弈，因为双方的收益总和都是0（损失即
为负收益）。玩家在每一轮中的决策都减少到了一到两种。根据博弈
条件，双方都会选择一种确定的策略（即双方的最优策略），该博弈
也由此确定，同时博弈的结果还会与对弈值（就像前一部分中的第一
个例子一样）相对应。我们前面说过，如果博弈有鞍点，也就是说，
其矩阵的某一个值既是极大极小值（每一行最小值中的最大值），也
是极小极大值（每一列最大值中的最小值），那该博弈就一定有解决
方案。否则，玩家就无法运用纯策略，而必须采用混合策略，该策略
要保密，并且要在考虑运气因素的前提下进行选择。当收益矩阵具有
对称性时，玩家应该采取的策略就是完全随机地进行选择（就像前一
部分中的第二个例子一样）。要不然，玩家即使仍然采用了随机策
略，也必须衡量每一种可能行为所产生的结果（就像前一部分中的第
三个例子一样）。

约翰·冯·诺依曼（1903-1957）

约翰·冯·诺依曼在多个科研领域都颇有造诣，是20世纪最杰出的数
学家之一。他出生于布达佩斯，并在这里开始学习数学，后来到柏林
学习物理，又到苏黎世学习化学工程。1930年，他移居美国。在哥廷
根生活期间，在希尔伯特的指导下，他致力于纯数学理论问题的研
究，并且与海森堡共同开发了第一个量子理论公式。他在众多领域做
出了重大贡献，包括集合论、泛函分析、逻辑学、概率论、应用数理
经济、量子物理学和气象学等。



后来，他的兴趣逐渐从纯粹数学转向应用数学，进而发展到多个
领域，比如原子物理学、数字计算机设计、认知心理学以及经济学。
他的重要贡献之一是在应用数理经济领域，于1944年同普林斯顿的奥
斯卡·莫根施特恩合著了《博弈论与经济行为》，创立了博弈论。该书
标志着博弈论的形成，被视为该数学分支领域中最重要的贡献。20世
纪50年代初，人们开始利用该理论分析现实世界的多种情境。

约翰·冯·诺依曼（右）和罗伯特·奥本海默，后者是第一颗原子弹开发项目主任，该照片拍摄于
1952年，他们身后是当时速度最快、最精确的计算机

具有纯策略的抽象游戏

现在，我们来分析第一类博弈，看一看游戏矩阵扩大，即玩家可
能的选择不止两种的情况。

我们先看下面这个双人游戏：在下表所示的矩阵（该博弈的收益
矩阵）中，玩家A从三行（R1、R2、R3）中选择，对方从三列（C1、
C2、C3）选择，双方都不知道对方的做法。双方的选择确定了矩阵中
的一个数值（即他们选择的行和列的交点），该数值就是第二位玩家
必须支付给第一位玩家的钱数。那么要想获得最大收益，或者把损失
降到最低，双方应该分别怎么做呢？



玩家A要根据可能的选择分析其最低收益（如果选择R1，收益
为-2；如果选择R2，收益为2；如果选择R3，收益为-1）；那么最低收
益中的最佳值（即极大极小值）就是2。假如该游戏是确定的，玩家A
就必须选择R2。同样，玩家B要找到将损失降到最小的做法（如果选择
C1，损失为6；如果选择C2，损失为7；如果选择C3，损失为2）。那
么最大损失中的最小值（即极小极大值）也是2。假如该游戏是确定
的，玩家B就必须选择C3。

既然该博弈的极大极小值和极小极大值刚好一致，支付数额都是2
英镑，我们就可以说，该博弈是确定的，其对弈值为2，可以通过该纯
策略来破解：A选择R2，B选择C3。而且，数值2就是一个鞍点（即最
小值中的最大值和最大值中的最小值相一致的那个数值），或者说均
衡点。

这个例子可以进一步扩展，玩家人数不变，但其原有的3种选择可
以扩展到n种。这样的话，相应的收益矩阵也就变成了n×n矩阵。假如
存在鞍点，那么只要玩家双方都采用纯策略（也就是对双方最有利的
做法），该博弈就能达到均衡点。此类博弈的结果都是固定的，因为
假如一方改变策略，就会陷入不利的境地，从而让对方更占优势。



选举和餐厅：具有纯策略的抽象游戏

我们可以利用上述抽象游戏的破解方法来分析和解决各种各样的
情况和问题。接下来，我们来看两个具体的例子：

宣言

情况是这样的：某国要在首都新建一条绕行公路，在该问题上存
在分歧。可行方案有两种：一种是绕城北（N）修建，另一种是绕城南
（S）修建。该国家的两大政党A和B必须要在起草的宣言中表明自己
的观点，即修建方案选择N还是S。他们也可以选择放弃，即在宣言中
对此避而不谈。双方知道，不论他们如何决定，都会获得一定的支
持，不过其余的民众则会从两种方案中二选一，而且如果双方的决定
一致，这些人就会选择弃权。他们已经在选民中进行了调查。双方的
调查对象都是一样的，下面的矩阵是政党A的调查结果。

这些博弈会有固定结果吗？

现在我们来分析以下几个双人零和博弈的矩阵，看一下它们是否
存在鞍点，或者说均衡点，从而确定是否会产生固定结果。





由此可见，如果A选N，B选S，A就会得到45%的选票；而如果双
方都放弃这个议题，A就会得到35%的选票。这样的话，两个政党应该
分别如何选择呢？

根据上面矩阵的数据，该怎么决策已经很清楚了：政党A会发现，
结果最好的情况都出现在他们选择S的时候。同样，政党B也会发现，
对A来说，最坏的结果（也是最有利于B的结果）都出现在B放弃该议
题的前提下。这就是他们的选择。所以，该情境是有均衡点的（即A选
S且B放弃议题）。最终的结果是A得到45%的选票。

接下来，我们来假设另一种情况，其矩阵如下：



A该怎么选，依然很明显。不论在哪种情况下，最佳选择始终是
N，但是B就不同了，如果不参照A的选择，他们很难做出决策。他们
一定很想选S，这样就有希望让A只得20%的选票，不过这并不是明智
的选择，因为A有多个选择，如果他们选择正确，得到的选票就是
55%，而不是20%。这意味着对政党B来说，最好还是放弃这个议题，
这样A最多得45%的选票。

最后，我们再来看一种情况，其矩阵如下：



这一次，双方都无法迅速做出决定了，因为他们的做法会相互产
生影响。这意味着，他们必须考虑，不管对方怎么做，自己的最佳选
择是什么。更准确地说，就是最糟糕的选择中最好的情况是什么。A如
果选N，就会至少得到10%；如果选S，就会至少得到45%；如果放弃
议题，也会至少得到10%。因此，A应该选S。同理，B如果选N，A最
多得到45%；如果选S，A最多得到55%；如果放弃议题，A最多得到
65%。这样看来，B必须选N。

所以，面对各种情况，双方做出的最佳选择都会带来同样的结
果：A得到的选票数为45%。这就是该情境的鞍点。

餐厅地址

两位合伙人玛丽和乔治想开一家餐厅，地址选在一个四面环山的
大城市郊区的十字路口上。他们在其他方面都意见统一，唯独一条：
玛丽希望餐厅的海拔越低越好，而乔治则希望越高越好。在这个问题
上，二人的利益完全冲突。为了选定地址，他们决定来一场竞争博



弈。他们选择三条自东向西的平行高速公路M1、M2和M3，以及三条
自北向南的平行道路A1、A2和A3。高速公路和道路的交叉点有9处，
其海拔高度形成的矩阵如下：

为了确定餐厅的位置，他们决定，由玛丽选择一条高速公路（她
的选择包括M1、M2和M3），由乔治选择一条道路（他的选择包括
A1、A2和A3），二者的交叉点就是最终选定的地址。他们应该如何选
择才能得到最有利于自己的结果？

乔治比较悲观，他看了看三条道路中的最低点（470、540和
280），即各行中的最小值，决定选A2，这样能保证餐厅海拔在540米
以上。同样，玛丽考虑的则是三条高速公路中的最高点（540、1050和
930），决定选择M1，这样也是保证餐厅海拔在540米以下。所以，双
方都做出选择之后，540米对二人来说都是最好的结果。换言之，如果
其中一人做了其他选择，结果只会更糟糕。

我们可以从这几个例子中看出两点：其一，在很多不同的情境
中，完全冲突的双方（两人或两个群体）都有可能找到有利于自己的
最佳解决方案；其二，假如某矩阵存在鞍点，那么只要双方都做出最
佳选择，问题的结果就是严格确定的。



没有均衡点的博弈方法：混合策略

很多具有竞争色彩的博弈和通过此类博弈来模拟的情境都无法运
用纯策略来破解，因为它们没有均衡点。任何玩家往往都没有主导的
纯策略，即无论何时都最有利于玩家的策略。在这样的情况下，玩家
双方都不应该透露自己的策略，而是要尽量保密，甚至设法欺骗对
手。比如打扑克的时候，玩家就会尝试欺骗对手，除非万不得已，绝
不让对方知道自己的牌。

确定最佳混合策略

我们回顾一下本章第一部分中讨论的第三场也就是最后一场博
弈。玩家可以写的数字有两个：玩家A可以写1或8，玩家B可以写7或
2。如果双方写下数字的奇偶性相同（都是偶数或者都是奇数），A就
获得收益，数额为A写下的数字；相反，B获得收益，数额为B写下的
数字。

该博弈的收益矩阵如下：

我们可以看出，两位玩家输赢的机会似乎均等（A能赢1英镑或8英
镑，B能赢2英镑或7英镑），且该矩阵没有鞍点：极大极小值为-2，而
极小极大值为1。因此，任何一方都没有纯策略。那我们来看一下，我



们是否可以制定混合策略，从而确定其对弈值。混合策略的形成需要
将一系列纯策略随机化。这时，我们需要根据每一种纯策略使用的频
率，将概率分配给它们。比方说，在这个例子中，A有两种纯策略（写
下1或写下8），B也一样。对A来说，概率p（写1）、p（写8），对B
来说，概率p（写7）、p（写2），都要用来计算玩家潜在收益的最大
数额。我们已知各种情况下玩家的收益和损失，就能确定该博弈的期
望值。

首先，我们必须确定A必须分配给两种纯策略的概率。如果p为写8
的概率，那1-p就是写1的概率。因此，如果B选择写7的策略，那么玩
家A的期望收益值（V）就是：

V=1（1-p）+（-7）p，由此可得一次方程：V=1-8p。

相反，如果B选择写2的策略，那么玩家A的期望收益值（V）就变
成：

V=（-2）（1-p）+8p，由此可得一次方程：V=10p-2。

玩家A希望不管B选择哪种策略，都能确定p的值，从而得出最高
期望值。他可以通过解这个方程组得出p和V的值。这样一来，p=1/6，
V=-1/3。

我们可以用同样的方式计算出玩家B的混合策略。假设写2的概率
为p，那么写7的概率就是（1-p）。如果A选择写1的策略，那B的期望
值就是：

V=2p+（-1）（1-p），由此可得一次方程：V=3p-1。

如果A选择写8的策略，那B的期望值就是：

V=（-8）p+7（1-p），即V=7-15p。

玩家B希望不管A选择哪种策略，都能确定p的值，从而得出最高
期望值。他可以通过解这个方程组得出p和V的值。这样一来，p=4/9，



V=1/3。

这里采用的方法可以扩展到2×2的矩阵中，这样我们就可以利用混
合策略破解没有鞍点的博弈了。现在我们将上述结果更加详细地分析
一下。首先，我们能够看到，对双方来说，期望值都是相同的
（V=1/3），只有一个符号不同：A的期望值是负数，表示A会输，而B
的期望值是正数，说明B会赢得A输掉的钱。总之，该对弈值（A的平
均余额）可以写成这样的算式：（ad-bc）/（a+d-b-c），这里的a、b、
c、d都是收益矩阵中的数值（从左到右，从上到下）。因此，这里的
对弈值是：（8-14）/18=-6/18=-1/3。由此看出，平均而言，A每三局输
掉1英镑，前提是双方都采用最优策略。

我们也可以直接确定A和B的混合策略。实际上，我们可以通过考
虑每一行中A的收益或损失来计算出A选择这种或那种纯策略的比例。
具体算法如下：1-（-2）=3（第一行），-7-8=-15（第二行）。所以，
很明显，A的最优策略就是按照15∶3的比例随机进行，也就是写1和写8
的比例是5∶1。这就好比掷骰子，骰子的五个面上写1，一个面上写8。
请注意，这个结果同我们之前解方程组得到的结果是一样的，写8的概
率只能是1/6，那么写1的概率就是5/6。

同样，对于玩家B来说，就要计算每一列上的数据：第一列：1-
（-7）=8，第二列：-2-8=-10。所以B必须按照10∶8的比例随机进行，
也就是写7和写2的比例是5∶4。这个结果也跟我们之前解方程组的结果
一致，写2的概率是4/9，写7的概率是5/9。

现在，我们可以为两位玩家制定最佳混合策略了：A要随机选择写
1（概率为5/6）或写8（概率为1/6）。同样，B要随机选择写7（概率为
5/9）或写2（概率为4/9）。

总之，即使该博弈仍然没有鞍点，我们也能保证，如果双方都选
择最佳混合策略，那B的平均收益是每局0.33英镑。如果B选择任何其
他策略，而A保持不变，那B的收益就会降低。但如果B保持原有的最
佳混合策略，而A发生了改变，那A的损失就会增加。



混合策略的应用

在上一小节中，我们通过举例深入分析了如何通过为玩家双方制
定混合策略来破解一场博弈，但前提是我们要先看其收益矩阵，判定
其没有鞍点，即极小极大值和极大极小值并不一致。为了让问题更加
清晰明确，我们在举例时选择了抽象博弈，而没有涉及其他有具体意
义的情境，以便于读者集中关注收益矩阵的对弈值分析。

接下来，我们再通过另一个例子，看一下如何将这种方法运用到
现实生活中去。

极小极大定理

在所有的有限双人零和博弈中，都有一个对弈值，也就是在双方
公平博弈的前提下，A期望从B那里赢取的平均收益值。这里的公平博
弈是指双方都会尽量使自己的利益最大化。

该定理是博弈论中最重要的理论，并在本章中以不同方式加以应
用。提出并证实该定理的是冯·诺依曼，他认为该定理具有可行性，主
要有以下三个原因：

对第一位玩家来说，存在某种能够使其利益最大化的策略，并能
保证其获得确定的收益（即平均对弈值），且第二位玩家无法加以干
扰。

对第二位玩家来说，也存在某种能够使其利益最大化的策略，并
能保证其损失不高于一个确定的值（即平均对弈值），且第一位玩家
无法加以干扰。

在零和博弈中，第一位玩家的收益就是第二位玩家的损失。这就
意味着，假如存在该平均对弈值，玩家双方就要分别接受相应的收益
或损失，因为任何其他的策略都会使其偏离该对弈值，继而遭受利益
上的损害。



企业发展前景

某企业开发了一项新产品，并对其未来一年的市场投放进行评
估。如果经济形势乏力，他们就降低产量；如果未来经济复苏，销售
前景看好，他们就进行大规模生产。预期利润（千英镑）见下表：

企业管理部门在做决议时，假设经济形势的变化规律遵循某种最
佳混合策略。那该企业的最佳混合策略是什么？预期收益是多少？

我们从矩阵中的数值可以看出，不存在单纯的最优策略，因为该
矩阵没有鞍点（极大极小值=300，极小极大值=500）。因此，我们必
须确定其最优混合策略。

假设大规模生产的概率为p，那小规模生产的概率就是（1-p），期
望值是V。那么，如果经济形势不好，期望值就是：

V=500（1-p）+100p，即：V=500-400p。

相反，如果经济形势复苏，期望值则是：

V=300（1-p）+900p，即V=300+600p。



解方程组可得：p=1/5，V=420。该结果表明，如果这种情况多次
出现，那最佳混合策略就是随机采用1/5的大规模生产策略和4/5的小规
模生产策略，平均预期利润为420000英镑。

V=（ad-bc）/（a+d-b-c），a、b、c、d都是收益矩阵中的数值（从
左到右，从上到下）。在这里，我们就能得出：（500·900-300·100）/
（500+900-300-100）=420000/1000=420。显然，这个结果跟之前我们
解一次方程组得出的结果完全相同。

另外，我们在解决这个问题时，首先假设经济形势的变化也将遵
循最佳混合策略。通过计算得出，经济形势良好的概率为2/5，那么经
济形势乏力的概率就是1-2/5=3/5。

罚点球

在足球比赛中，罚点球可以看作射门球员和守门员之间的一种竞
争性博弈，竞争双方利益冲突。假设球员可以射向左侧、右侧，或者
正中方向（即为三种纯策略），守门员也可以扑向左侧、右侧，或者
正中方向（也是纯策略）。我们将射门球员和守门员表现良好和出现
失误的次数进行了统计，并列出下表：



表格中的每一项给出的是博弈双方采取相应策略时进球的概率
（即球员胜）。比方说，如果球员踢向右侧，守门员也扑向右侧（双
方动作的方向相反），进球的概率是0.9；而如果球员踢向中间，守门
员也在正中防守，那进球的概率就只有0.1。这样的话，射门球员和守
门员分别应该采取什么策略？

我们初步分析一下这个问题就会发现，不存在具有主导性质的纯
策略，也无法利用纯策略解决这个问题，因为该矩阵的极大极小值是
0.6，极小极大值是0.8。也就是说，从数据来看，球员每射门10次，会
有6次进球，而对守门员来说，每10次罚球中，会有8次都守不住。双
方都想（也都可以）获得更好的结果（收益）：球员可以将进球概率
提升到0.6以上，守门员可以将此概率降低到0.8以下。

我们可以通过计算为球员和守门员找到最佳混合策略，也能得出
这场博弈的平均对弈值，也就是球员在罚点球时进球的平均次数。这
个数值将介于0.6和0.8之间。



要想找到球员的最佳混合策略，就要计算出其选择每种纯策略的
进球概率，我们可以将其设为p（r）、p（c）、p（l）。既然p（r）
+p（c）+p（l）=1，那我们也可以直接计算：p（r），p（c），1-
p（r）-p（c）。跟之前一样，我们将期望值设为V。

兰德公司

兰德（研发）公司是一家总部位于美国的“智库”，形成于“二战”末
期，最初是为美国空军进行主要战略研究而设。该公司的很多项目都
具有保密性质，其目的也饱受质疑，尽管如此，其核心组织拥有多名
最优秀的科学家，致力于博弈论的研究。正因如此（到1948年，该公
司脱离空军，成为独立的决策机构），很多被证实对博弈论有奠基意
义的基础研究才得以进行。

其内部组织并不像军事机构，而是更类似于大学的研究所。从20
世纪50年代到60年代，该公司除了开展一些涉及核武器和开始冷战的
应用性研究以外，几位在博弈论领域最杰出的数学家和经济学家还进
行了一些基础性研究，其中包括约翰·冯·诺依曼、约翰·纳什、梅里尔·
弗勒德、肯尼斯·阿罗等等。他们都在同一时期为兰德公司效力，尽管
时间不长，但是却在博弈论领域首次取得了重大发展。

兰德公司新址，位于加利福尼亚州圣莫尼卡

假如守门员扑向右侧，球员的期望值就是：



V=0.9p（r）+0.8p（c）+0.5［1-p（r）-p（c）］

假如守门员在正中防守，那该期望值为：

V=0.9p（r）+0.1p（c）+0.8［1-p（r）-p（c）］

假如守门员扑向左侧，我们则会得出：

V=0.6p（r）+0.7p（c）+0.8［1-p（r）-p（c）］

根据这个方程组，我们可以解出：p（r）=0.37，p（c）=0.19，
p（l）=1-p（r）-p（c）=0.44，进而得出每位球员的期望值为V=0.71。

我们也可以用同样的方法来计算出守门员分别选择三种纯策略时
的进球概率，你可以自己来尝试一下。

极小极大分析法的优劣

显然，只要某种博弈具有纯策略，或者包含运气因素的混合策
略，都可以利用极小极大定理和之前讲到的通用方法破解矩阵博弈，
从而获得可能的最佳结果。我们已经看到，该定理可以广泛应用于各
种领域，比如经济、政治、体育以及军事冲突。它不仅适用于某些具
有主导策略或均衡点的情况，而且即使某些博弈没有均衡点，也可以
利用它来找到平均对弈值，从而为双方确定混合策略，实现最佳收
益。

然而，不管是哪种情况，我们都假设存在一个前提，即博弈双方
都在“公平竞争”。也就是说，任何一方都假定对方的行为目的是实现
利益最大化，并且会运用最公平的策略来保证这一点。然而，如果情
况并非如此，其中一方试图欺骗对手的话，又会如何？

莫顿·戴维斯曾在介绍博弈论时讲到，20世纪50年代到70年代，众
多研究人员做了大量实验，来观察矩阵博弈中不同参与者的做法。具



体地说，1964年，理查德·布雷耶设计了一场可以用纯策略来破解的博
弈，即该博弈有均衡点，计算起来很简单。他告诉参与者，其对手有
时是专家，有时是随意选择策略的玩家，但事实上，与其博弈的一直
都是一位研究人员，只不过该研究人员在频繁地变换策略而已。有
时，他们会运用最优策略B；但除此之外，他们都是随意进行。该博弈
的收益矩阵如下：

我们运用极小极大定理很快就能破解这场博弈，因为其均衡点为
1，即矩阵中的（b，B）一格。也就是说玩家要选择方案b，而研究人
员也要选择方案B，这样玩家每轮获得的收益为1。

该实验显示，当玩家发现研究人员重复运用策略B的时候，他们也
会选择策略b。但要是情况相反，即对手随意进行，他们也不会维持原
状，而是倾向于选择策略a，以实现收益最大化，同时也接受发生损失
的风险。实验结束后，相关人员对参与者进行了调查。结果显示，超
过一半玩家认为，如果研究人员总是选择策略B，是很“愚蠢的”，因为
那就相当于接受1的损失，但如果研究人员选择其他策略，“或许”能获



得更好的结果。同时玩家认为一直运用策略b，并不能保证研究人员至
少损失1。

这项研究以及其他关于玩家行为的类似研究表明，人们往往不会
选择能够获得最佳收益的“公平竞争”，而是倾向于明显会给他们带来
更大收益的策略，只有当他们多次发觉事与愿违时，才会转向最优策
略。如果某场博弈没有均衡点，也就是需要运用混合策略的时候，玩
家的做法就更加无章可循。在这种情况下，即使玩家知道该用什么方
法，大多数人也认为没有必要去计算，而是直接跟着感觉走。它们通
常会与最佳混合策略相去甚远。

所有这些实验表明，在现实情境中，我们不能一味地假设“公
平”，比如认为对手会根据他们的利益选择最明智的做法。为什么会存
在这样的现象？或许原因就在于，极小极大策略是一种防守型策略：
它能保证某种结果，即在对方采取最明智方法时所可能获得的最佳结
果。然而，要是我们不考虑这种假设的话，玩家为什么不试图获得更
好的结果呢？

本章分析了双人竞争性零和博弈，并得出结论：在这类博弈当
中，双方都有最优策略，并且存在对弈值，可以根据其来确定双方的
平均收益。我们可以通过收益矩阵来呈现此类博弈的信息，其中各行
显示第一位玩家的策略，各列显示第二位玩家的策略。总的来讲，破
解双人零和博弈要遵循以下步骤：先为第一位玩家计算极大极小值
（即最小值中的最大值），再为第二位玩家计算极小极大值（即最大
值中的最小值）。如果两次计算的结果相等，那么只要双方采取最优
策略，就会得出相同的数值（即对弈值），该博弈由此破解。在这种
情况下，双方的策略叫作纯策略。

如果极大极小值和极小极大值不同，那么玩家就要放弃已经选定
的策略（纯策略），转而重新考虑所有的策略，并分别为其分配概
率。我们可以根据这些概率值（其总和必须为1）来确定一种最佳混合
策略，并得出双方的平均对弈值。



我们可以通过解一次方程组（方程式的数量取决于策略有多少）
确定玩家双方的概率和平均对弈值，其中的未知项就是我们要求的概
率和平均对弈值。如果双方的平均对弈值相等，该博弈可以破解，我
们就能根据双方得出的概率来确定其最优策略。由于该策略具有随机
性，所以属于混合策略。

如果双方的平均对弈值不相等，更确切地说，经过计算，其中一
项概率值为负，那么该博弈就无法破解。在这种情况下，我们就需要
退回去，重新分析这场博弈，看一下是否存在主导策略。否则，我们
就不能再用这种方法了。



第五章 人生博弈：现实世界中的理论应用

竞争孕育了科学……与生活。

我们之所以成为今天的我们，要得益于竞争与合作。

——厄温·内尔，诺贝尔医学奖获得者

我们在上一章中所讲到的所有情境都属于纯粹的竞争博弈。一方
所得必然等于另一方所失，由此得名“零和博弈”。二者之间是绝对冲
突的，双方的目标是完全相反的，各方都试图将自己的收益最大化，
从而尽可能地最大化对方的损失。

而本章涉及的内容并非如此。尽管博弈双方仍然以获胜为目的，
博弈中仍然存在冲突，但这已经不再是彻头彻尾的斗争。首先，一方
的收益不再直接对等于另一方的损失，双方甚至能够通过某些策略实
现双赢；其次，在某些情况下，合作对双方都是有利的。这就涉及沟
通和互信因素，同时暗含某种威胁，以确保双方对既定协议的绝对遵
守。面对这样的情况，我们就能对“局部冲突”展开讨论，并对“合作策
略”和“非合作策略”加以区分（注意术语“叛离”通常用于指代与合作截
然相反的策略）。

不要忘记，博弈论关注的是决策制定。此时此刻，这一点比以往
更加重要。在本章讨论的诸多案例中，都存在对抗与竞争之间的矛
盾。在这样的情况下，双方各自面对哪些决策？这就意味着我们可以
将其视为一种“困境”。双方可以选择合作或者竞争，哪种决策会带来
最大的利益尚不明了，因为一切还要看对方的选择。总的来说，相互
合作对双方都是有利的，这是最好的结果，而相互对抗则会导致两败
俱伤。要是只有这两种可能的话，那根本算不上困境。而当博弈一方
试图合作，而另一方选择对抗的时候，问题就出现了。选择对抗的一
方，其利益会增加，超过选择合作的一方所得。这样一来，困境就很
明显了。



这类博弈非常复杂，所以在本章中，我们除了运用数学以外，还
必将涉及心理学，甚至道德层面。这就意味着，其解决方案往往无法
严格局限于数学依据，而是呈现出两种可能性，具体还要看博弈双方
的决策。不过，这类博弈要比我们在上一章中讨论的纯粹的冲突类博
弈更加有趣，因为它们在现实世界中出现的频率更高，一场争端往往
都是同时蕴含对抗与合作的。

博弈论试图分析各种双人博弈的情境，我们可以将其视为一个整
体，介于两个极端之间。一个极端就是纯竞争型零和博弈，而另一个
极端就是完全合作型博弈。这两种类型至少在理论上是很容易被破解
的。关于这一点，我们在上一章中已经看到，对于竞争型博弈来说，
是完全可能的，而纯合作型博弈也不例外。比如拉力赛驾驶员和领航
员、一对舞伴、飞行员和空中交通管制员等，他们都有着相同的目
标。破解这类博弈的方法就是联合行动（即有效的协调配合），以实
现目标。

而本章将要讨论的是介于这两个极端之间的其他双人博弈。这类
博弈更加复杂，因为参与者之间既有共同利益，又有矛盾冲突。不过
事实并非总是如此，比如公寓卖家和潜在买家。双方都希望达成协议
（合作），但在价格上又存在利益分歧（冲突）。另外像两家公司合
并，甚至两国交战，双方的多数策略都是冲突的，但是双方也有可能
在某一方面合作或达成协议，比如同意休战或者禁用核武器。

博弈论的发展

1955年，冯·诺依曼和莫根施特恩在合著中提出了为双人零和博弈
制定最佳解决方案的方法，奠定了博弈论的基础。从那以后，该领域
的研究开始关注合作型博弈，以及针对特定情境的最优策略分析。在
这些特定情境中，参与者能够就最合适的策略达成共识。

20世纪50年代，囚徒困境理论首次出现，标志着博弈论的重大发
展。同一时期，约翰·纳什提出了多人博弈最优策略的概念，该策略无
法预先制定。这就是著名的纳什均衡，应用于非合作博弈，不过也可
以拓展到合作博弈领域。



与此同时，博弈论开始首次应用于除经济学以外的其他领域，比
如哲学、科学和政治。后来，到了20世纪70年代，其应用又扩展到了
生物学领域，这在很大程度上要得益于约翰 ·梅纳德 ·史密斯（John
Maynard Smith，1920-2004），他提出了演化稳定策略的概念。

奥斯卡·莫根施特恩是博弈论的创始人之一，与约翰·冯·诺依曼齐名

合作的数学：非零和博弈

为了说明零和博弈和非零和博弈之间的差别，我们来看一个打广
告的例子。两家同类公司A和B想给自己的产品打广告，并收到了同一
个电视频道的报价。他们的广告时段可以选在下午（该频道收看这一
时段节目的观众占40%），或者晚间（同类观众占60%），但不能都
选，而且已知两个时段之间没有重叠。两家公司如果选择同一时段打
广告，那么就能分别让该时段30%的观众来购买他们的产品，同时失去
另一时段的全部观众；而如果他们选择不同时段打广告，那么就能分
别吸引到其所在时段观众的50%。两家公司应该如何选择？他们应该将
自己的决策告诉对方，还是最好保密？

我们可以用收益矩阵来体现这场博弈，里面的数值是两家公司吸
引的消费者的百分比。不过，这个矩阵跟之前那些有所不同，每一项



不可能只有一个数值，因为一家公司的收益并不是另一家公司的损
失，两家公司都是获益的。因此，这里的每一项都包含两个数值，分
别对应两家公司采取相应策略时的收益。

A和B假如都在下午打广告，那么分别会吸引全部观众的12%（即
40%的30%）；而假如他们选择的时段不同，那结果则呈现对称性。所
以，如果A选择下午，B选择晚间，A会得到全部观众的20%（即40%的
50%），B会得到全部观众的30%（即60%的50%）；如果他们的决策
相反，那相应的收益也会互换。

我们要是按照之前的方法来分析这场博弈，那现在就应该假设双
方都会争取其收益矩阵中的最大利益，从而列出两个矩阵（分别呈现
两家公司的收益）。

公司A的矩阵



公司B的矩阵

显然，两个矩阵具有对称性，而且公司A的策略对应各行，公司B
的策略对应各列，对两家公司的分析是类似的。这和零和博弈的分析
方法完全一致。矩阵中没有鞍点（极大极小值为18，极小极大值为
20），这意味着我们要找到一个混合策略，并由此得出公司A的对弈
值。该混合策略包括以3/5的概率运用策略1（下午时段）和2/5的概率
运用策略2（晚间时段），对弈值为19.2（每次博弈的平均收益）。同
样，考虑到矩阵的对称性，公司B的混合策略与之恰恰相反。每五次博
弈中，他们要随机运用策略1两次，策略2三次，从而获得相同的平均
收益。到目前为止，所有的步骤似乎都与之前无异，我们可以认为这
就是双方的最优策略——该博弈已经得以破解。



然而，我们只要更加仔细地分析一下就会发现，两家公司都希望
在不影响对方的前提下增加自己的收益。这样一来，之前的解决方案
就不是最佳选择了，利用零和博弈混合最优策略的方法所得出的对弈
值也不一定是双方可能获得的最高收益值了。

这是因为在零和博弈中，最优策略的基本思想是限制（或减少）
对方的最大收益，这就意味着最大限度地增加自己的收益。但是，现
在情况不同了。假设公司A不采用混合策略，而是决定选择纯策略
2（晚间时段），而公司B采用混合的最优策略。这样的话，A的平均
收益就是：30·2/5+18·3/5=22.8，而B的收益还是19.2。可以看到，B的
收益没变，而A的收益增加了，这种情况在零和博弈中是不可能出现
的。当然，B也会有同样的想法，即自己采用纯策略2，并期望A采用
混合策略。这样的话，B就能增加收益，而A的收益也不会减少。

可要是两家公司都采用策略2，情况又会如何？那双方都只能获得
18%，收益减少的幅度相同。到这里，问题似乎陷入僵局，因为尽管双
方都可以在不影响对方的情况下增加自己的收益，但是当他们同时这
样做的时候，不但没有达到这个目的，反而让自己的收益比平均期望
值更低。

不过，还有另一种可能。我们假设双方达成协议，都不选择令其
收益最低的策略（即在同一时段打广告）。有了这项协议，两家公司
就能获得更大的收益，甚至能让双方的收益相同。如果A交替选择策略
1和策略2，且B交替选择策略2和策略1，那么两家公司每次打广告的平
均收益都是25（对A来说，收益值20和30会交替出现，而对B来说，收
益值30和20会交替出现）。因此，这种解决方案似乎才是最好的，也
是均衡的。

公平思想：纳什均衡

冯·诺依曼和莫根施特恩对博弈论的研究首先是在双人零和博弈领
域，后来又扩展到两人以上的博弈。由于在这类博弈当中，可能存在



合作关系（即两名或两名以上的参与者同意相互协作），因此也就脱
离了严格竞争博弈的范畴。20世纪50年代，约翰·纳什将该理论扩展到
不允许协作的非合作n人博弈。纳什主要关注两人或两人以上的非零和
竞争博弈，并提出了“纳什均衡”概念。

他的方法并不复杂，起码其主要思想很容易理解。我们假设各个
参与者已经开始行动，并各自选择了某种策略。当博弈的结果产生以
后，我们就会向他们提问，对自己的行为方式是否满意，或者换句话
说，他们是否愿意选择其他做法。假如回答是肯定的，也就是说，所
有参与者都认为他们已经选择了最优策略，那么该博弈的结果就是纳
什所说的均衡点。

现在，我们通过具体的例子来看一下这种思想的运用。下面的矩
阵呈现的是某非零和博弈的结果。

两位参与者选择策略2。结果产生后，双方都对自己的策略表示赞
同，认为自己做出了最佳选择。第一位参与者（其策略呈现在各行当
中）认为，自己的收益值为5，这是其所能获得的最大收益，而第二位
参与者在得知第一位参与者选择了策略2之后，也对自己的选择很满
意，因为其收益值是2，而不是0。

然而，上述解决方案是有争议的。有人会说，第一位参与者的选
择是“对的”，因为选2更有利，但与此同时，第二位参与者也有可能选
择策略1，这样就能获得100的收益。然而，在竞争博弈中，参与者都



会努力让自己的收益最大化，所以只要假设第一位参与者理性地选择
策略，这种结果就不会产生。

这样一来，在这四种可能的结果中，只有（5，2）会令双方都感
到无憾。这就是纳什均衡。在任何博弈中，只要存在不同的结果，就
会有一名参与者反对自己的行为方式。究其原因，纳什认为，这会导
致一种不稳定的解决方案。

之前，我们寻求解决方案的方法似乎很有意思，所得的结果也十
分合理。在此基础上，纳什又证明，任何有限双人博弈都至少有一个
均衡点，因此进一步拓展了冯·诺依曼的极小极大定理。在零和博弈
中，该均衡点就是利用极小极大定理所得出的对弈值；但是，纳什的
结果很有趣，因为正如我们在之前的例子中所看到的，非零和博弈也
有均衡点，而且其解决方案仍然是公平的。

然而，一切总有例外。有时候，我们通过均衡点所得出的解决方
案虽然看上去是完全理性的，但却出乎意料，而且还具有某些奇怪的
属性。

囚徒困境和其他经典问题

从之前的例子中可以看到，在非零和博弈中，我们有时可以利用
合作策略来增加收益。但是，如果增加的收益没有平均分配给参与
者，问题就出现了。换句话说，问题就在于如何分配“额外收益”，以
及所有参与者是否认为该做法合理。

约翰·福布斯·纳什（1928-2015）

在博弈论短暂而光辉的历史上，继冯·诺依曼之后，贡献最为杰出
的可能就是约翰·纳什了，其造诣尤其体现在他的早期著作当中。他从
小智力超群，不过也表现出一定的交流障碍。他起初学习化学工程，
不久就展现出非凡的数学才能，从而转攻数学。1948年，他获得了普



林斯顿大学奖学金，并在艾伯特·W.塔克的指导下攻读博弈论博士学
位，当时爱因斯坦和冯·诺依曼也在这里任教。1950年，他提交了一篇
有关非合作博弈的论文，尽管篇幅不长，却极具独创性，很快就在博
弈论专家间引起了轰动。他发明了一款连接器游戏，棋盘由众多菱形
组成，现在我们称之为六贯棋。这个游戏跟戴恩·皮耶·海恩在几年前发
明的游戏类似，不过纳什并不知晓。但是他证明，在这个游戏中，第
一位玩家拥有制胜策略，只不过该策略还没有找到。

从20世纪50年代起，他在麻省理工学院和兰德公司工作。1959
年，婚后不久，他患上了精神分裂症，从此很长一段时间备受折磨，
这对他的一生产生了重大影响。尽管如此，他并没有放弃对博弈论的
研究，直到1994年，他获得了诺贝尔经济学奖。

2001年，由导演朗·霍华德执导的电影《美丽心灵》就是改编自约
翰·纳什的传记。这部电影获得了四项奥斯卡奖，特别展现了他一生中
与精神疾病的斗争。

就职于兰德公司的梅里尔·弗勒德分析了日常生活中的一系列情
境，尤其是那些参与者需要分配额外收益的情况，其中包括二手车出
售问题。一个人想买朋友出售的一辆二手车。在商定价格的时候，他
们请了一位二手车经销商来给汽车估价。该经销商愿意出1000英镑买
下这辆车，再以1300英镑卖出去，这样就至少能赚300英镑。很明显，
如果买卖双方不通过经销商，而是直接交易，那这位朋友就能省下300



英镑。两人可以平分这笔钱，这样的话，交易价格就应该是1150英
镑，每人多得150英镑。

这或许就是最合理的解决办法了吧，但还有其他情况。该博弈的
参与者之一，比如买家，有可能只想出1100英镑。也就是说，卖家如
果接受的话，仍然可以比卖给经销商多赚100英镑。另一方面，卖家可
能会要求最低价为1250英镑，买家要是同意的话，仍然能省下50英
镑。注意，如果其中一方或者买卖双方提出，这部分额外收益“分配不
公”，进而拒绝交易，那么他们也会遭受损失，因为双方的定价还是低
于通过经销商交易的价格的。

然而，收益如何分配才算公平，这个问题有时候很模糊。在某些
情况下，完全公平的解决方案有可能不止一个。假设杰伦特需要驱车
从加的夫到伦敦（200千米）开会，并于次日返回。他有个朋友名叫特
雷弗，住在斯温顿，也需要在同一天赶往伦敦，于是二人决定往返途
中拼车同行。已知斯温顿刚好在加的夫和伦敦之间，二人应该如何分
配路费？

看法1：由于杰伦特的路程是特雷弗的两倍，那路费就应该一分为
三，特雷弗承担1/3，杰伦特承担2/3。

看法2：既然杰伦特要单独走一半的路程，剩余的一半二人同行，
那么杰伦特要承担的费用就包括独行半程的全部费用和剩余半程的一
半费用，也就是全程费用的1/4。所以，全部路费应该一分为四，特雷
弗承担1/4，杰伦特承担3/4。

至于具体数额，如果都是独行的话，杰伦特从加的夫到伦敦要花
60英镑，特雷弗从斯温顿到伦敦要花30英镑。要是拼车同行，二人一
共省下30英镑。根据第一种看法，杰伦特要花40英镑（省20英镑），
特雷弗要花20英镑（省10英镑）。而根据第二种看法，杰伦特要花45
英镑（省15英镑），特雷弗要花15英镑（省15英镑）。因此，如果二
人采用第二种计算方法，就能平均分配节省下的钱，而第一种方法只
是按照我们设想中的费用比例来分摊费用。即使我们的思路是合理
的，公平的解决方案也可能不止一个。



囚徒困境

囚徒困境是博弈论中非零和博弈最著名的例子之一，其设计者为
艾伯特·W.塔克。这个问题并不复杂，在现实中屡见不鲜，即两种力量
之间存在冲突，双方可以选择对抗或者合作，比如价格大战、广告宣
传或者军事竞赛等等。

这里的“困境”一词是针对“囚徒”而言，指的是两名囚犯入狱之后是
否应该揭发对方。不过困境本身只属模型性质，其应用范畴十分广
泛。接下来我们要讨论的军事冲突问题十分有趣，从中可以看出，“博
弈”中产生的损失和收益可以直接体现在人类生活当中。

两大政权P1和P2之间存在冲突，需要制定武装政策。

有两种独立策略供其选择。

A：拒绝合作，独立武装，做好备战。

B：接受合作，放弃备战，或者至少解除部分武装。

可能产生四种结果，（A，A）、（A，B）、（B，A）和（B，
B）。其中每一项的第一个数值是P1的策略，第二个数值是P2的策略，
具体情况见下表：



我们也可以给各种策略混合后的结果赋值（使收益数据化）。鉴
于在这种情况下，双方的收益是不同的，所以每一格中会有两个数
值，第一个对应P1，第二个对应P2。

艾伯特·W.塔克（1905-1955）

塔克在拓扑学、非线性规划和博弈论领域都有重大贡献。他曾就
读于多伦多大学，主修数学，并于1932年在普林斯顿大学完成了博士
研究。后来，他曾相继进入哈佛大学、剑桥大学、芝加哥大学，最后
回到普林斯顿大学担任数学系主任，任教时间达20年之久，直至1970
年。1950年，他提出并首次阐述了博弈论中最著名、最有趣的悖论
——囚徒困境。这从根本上发展了梅里尔·弗勒德和D.德雷希尔拟定的
冲突与合作模型。

他不仅研究工作卓著，还是一名才华横溢的教师，十分热衷数学
教育。他还参与了一些中学教育项目，并担任美国数学协会主席。诺
贝尔奖获得者约翰·纳什就是他指导的博士生之一。



这样我们就能得到如下收益矩阵：

这样一来，困境就很明显了。P1该怎么做？不管P2怎么选，对P1
来说，最好的选择就是备战。在P2选A的情况下，P1要是选择备战，其
收益为2，否则为0；而在P2选B的情况下，P1要是选择备战，其收益为
5，否则为4。对P2来说，这些结果有对称性，这说明不管P1选什么，
P2最好也选择备战。因此，可以说，方案（A，A）达到了非合作均
衡，即双方都备战，收益都为2。这似乎就是该博弈的最佳解决方案。

然而，一方放弃备战对另一方来说，形式更加有利（收益更
高），而且，双方要是都不备战，就能获得最大的整体收益。这样一
来，假如双方都不愿意合作，那么最佳结果（4，4）就不可能实现。
可是如果一方选择合作，那么他们就要承担很大的风险，因为他们不
知道对方会采取什么行动。只要对方不愿意合作，他们就要接受最低
收益；因此，在这场博弈中，信任变得至关重要。没有了信任，双方
都会设法保护自己，以防对方采取不合作策略，最佳结果根本无法保
证。

还有很多其他的现实情境，一般来说没有上述例子那么极端，而
且参与者有可能实现合作，尽管这并不容易。参与者往往要进行多次
博弈，所以一些重要因素，比如声誉和信任，就变得极为重要。也就
是说，参与者会逐渐意识到他们之间存在互惠互利。在这个例子中，



与无度的军备竞赛相比，放弃备战的好处显而易见，它不仅能节省大
量开销，而且还能避免最终的两败俱伤。不过，合作只有长期执行才
能有效。

尽管囚徒困境是一个博弈论模型，但其中心问题由来已久。英国
政治家、哲学家，《利维坦》的作者托马斯·霍布斯，就曾在其专制主
义理论化的过程中，分析过一种与该困境类似的社会演化情境。霍布
斯认为，社会的自然状态是混乱的，只有竞争才是重要的。要想实现
合作，就要给参与者施加限制，并确保他们能够遵守。在霍布斯看
来，社会契约就是合作结果的强制，社会必须服从政府仲裁，因为要
么竞争，要么合作的决策权不能交到个人手中。

在商界中，也有可能出现类似囚徒困境的各种情形。某些行业竞
争激烈，参与者往往会通过放弃某些机会来获取优势，因为他们认
为，长期来看，这种做法对所有人都是有益的，对他们个人尤其如
此。就像书店会达成协议，折扣不能高于一定的幅度（例如10%）。这
其中有一些牺牲，但各方为了提高销量，都会仔细考虑，因为大家都
知道，如果一方不采取这项措施，其他各方也会效仿，继而流失额外
的收益，增加其实际成本。

懦夫博弈

除了囚徒困境以外，懦夫博弈也是博弈论中最具代表性的非零和
博弈例题之一。这个名字暗指参与该博弈的都是胆小者，游戏中通常
有两人，他们面对一种危险的处境，看谁比对方提前让步。

下面我们来看一个博弈模型：两名司机相向高速行驶，双方要在
最后时刻决定是否右转，以避免相撞。这样就会出现下面的情况：

罗伯特·阿克塞尔罗德和囚徒困境

罗伯特·阿克塞尔罗德（Rober Axelrod），密歇根大学公共政策教
授、数学家、政治学博士，专门研究合作问题，尤其是像囚徒困境这
样 的 博 弈 。 其 代 表 作 为 《 合 作 的 进 化 》 （ The Evolution of



Cooperation），本书主要针对合作的“进化”过程展开研究，主要论点
是人们采取的策略会逐渐向着更加有效的方向进化；在这个过程中，
合作必不可少。

关于囚徒困境，阿克塞尔罗德认为，如果该博弈只进行一次，我
们不可能察觉到对方的行为，也就无法回报其合作，或者惩罚其背
叛，也就是说一次博弈只提供短期目标。而另一方面，如果博弈重复
进行，我们就有可能根据双方之前的互动，从互惠的角度出发，来决
定我们的策略。如果对方多次采取合作策略，那或许就是一个值得长
期合作的对象。可如果恰恰相反，那就根本不用考虑了。

由于最优策略尚未知晓，阿克塞尔罗德设计了一场竞赛，并邀请
了多位著名的博弈论专家参与，试图通过观察他们的行为，找到有效
的博弈策略。最终，在所有尝试过的策略当中，所谓的“以眼还眼”策
略是最好的，也是最直接的。该策略的基本原则是，以合作开始（绝
不能最先背叛），然后再根据对手的上一步行动来决定自己的行为。
如果对手合作，那就值得继续合作；如果对手背叛，那就马上与之翻
脸。

1.双方都不转向，继而相撞。这是最糟糕的结果，双方的收益值都
是0。

2.双方都在最后时刻转向，继而不会相撞。这是比较好的结果，双
方表现相同，不过两人都有些“丢脸”，谁也算不上赢家。双方的收益
值都是3。

3.一方转向，另一方不转向。转向的一方非常“丢脸”，收益值只有
1，而另一方则在博弈中胜出，收益值为5。

不同的策略所对应的回报见下表：



我们可以通过分析得出，如果双方都想获得最大收益，即拒绝转
向，以获得收益值5，那么只能以最坏的结果收场。看起来他们最好选
择转向，因为只有这样做，他们才能获得理想的结果，但是他们谁也
不想先于对方转向，因为这就意味着，他们获得的收益值只有1，而对
方的收益值却是5。

我们可以从合作的角度来分析这场博弈，转向即为合作，不转向
即为叛离。这样一来，如果双方都选择合作，总体结果就是好的。然
而，最重要的一点或许在于，这场博弈代表了某种形式的协商，要想
避免灾难，就要做出让步，但参与双方都试图拖延让步，直至最后一
刻，其目的就是迫使对方“公平”竞争（在这里就是转向）。

懦夫博弈还有另外一个特点，那就是在博弈开始前，如实宣布将
要采取的策略，会对博弈产生一定的影响。比如锁住其中一辆车的方
向盘，让其无法转向，这样另一方就只能选择替代策略；也就是说，
这种做法能确保另一方转向，不然两车必然相撞。

懦夫博弈



尽管在现实生活中，像懦夫博弈这样极端的情况非常少见，但是
也有一些博弈双方都希望掌控大局的冲突情形（比如职场关系和权力
冲突等）。当这些情形发展到一定程度的时候，就会类似于懦夫博弈
了。

这些冲突在虚构作品中更加常见，例如在尼古拉斯·雷执导的电影
《无因的反叛》（Rebel Without a Cause，1955）中，两人驱车驶向悬
崖，谁先跳车谁就是懦夫博弈的输家。

囚徒困境和懦夫博弈都是局部冲突博弈，从中可以看出，在某些
情况下，一方急于追求眼前利益，就会导致灾难性的结果。因此，从
这个角度来看，两种博弈十分相似。但是，二者也有不同之处。在囚
徒困境中，双方采取相同策略，结果是最好的；而在懦夫博弈中，情
况恰恰相反，双方采取相反策略，结果往往更好。这样的话，参与者
最好迅速做出相反的反应。

我们从懦夫博弈和囚徒困境中可以看出，在这类情境中，冲突和
合作都是有可能的，我们很难找到解决方案。更要命的是，这类博弈
中出现的冲突往往就在我们的切身利益和集体利益之间。

要么合作，要么死亡：鹰鸽博弈

博弈论中的各种博弈模型可以应用于各种各样的情况，包括经
济、政治和军事局势等等，因为该理论最初就是从这些领域中发展起
来的。然而，随着时间的推移，这些博弈模型也逐渐应用于其他领
域，比如进化论和生态学等。

人们通常以为，只有理性群体才会制定决策，所以，博弈论只能
用来分析人类行为。但是，1978年，约翰·梅纳德·史密斯研究证明，博
弈论也可以用于某些物种的行为研究，这些物种会采用群体策略来维
持生存和演化。生存之战可以被理解为一种竞争过程，在这个过程
中，个体的某些行为会威胁到其他个体的生存。而且，群体中某些成



员的“利他”行为对整个群体是有益的，但对某些有问题的个体来说却
是致命的。

约翰·梅纳德·史密斯还提出了我们现在所说的“鹰鸽博弈”，这在某
种程度上是懦夫博弈的应用延伸。两种动物在争抢猎物的时候，往往
都会具有攻击性，并且会以武力击败对手。如果矛盾尚未解决，殊死
搏斗在所难免。它们有两种选择：放弃并逃走（鸽），从而失去猎
物，但性命无忧；或者决一死战（鹰），但结局难料，甚至有可能小
命不保。

假设有这么一个小群体，其中既有“鹰派”个体，又有“鸽派”个体。
鹰派一开始会不断壮大，因为它们的策略很占优势（每次与鸽派发生
冲突，它们都会胜出）。也就是说，随着时间的推移，鹰派的数量会
增加。不过，这也意味着鹰派之间的冲突会越来越多，这会导致其个
体死亡，数量减少。一段时间内，这种情况会让鹰派和鸽派之间达到
一种均衡，也就是我们在现实世界中所看到的样子。

史密斯利用这些情况构建了一种博弈模型，并给各种行为拟定了
收益值，从而形成了如下矩阵：

双方的收益分配是这样的：达到目标（比如杀死猎物或保护同
伴），收益值为10；遭受创伤，收益值为-20。如果两名鹰派发生冲
突，一方胜出，另一方失败，那么平均收益值为-5。如果一名鹰派和一
名鸽派发生冲突，鹰派一定会赢（收益值为10），而鸽派则会撤退



（收益值为0）。如果两名鸽派发生冲突，尽管双方都安然无恙，但也
会浪费大量的时间，承担不必要的风险，所以史密斯给出的收益值
为-3。那么在鸽派冲突中，胜出一方的收益值为10-3=7，失败一方的收
益值为-3，平均值为2。

在这类博弈中，我们可以发现一种进化稳定策略，也就是说，虽
然有可能出现不同的变异行为，但该策略始终存在。史密斯运用该策
略证明，一个物种单一的种群，不管是鹰派还是鸽派，其进化都是不
稳定的。根据上面设定的收益值来看，由8/13的鹰派和5/13的鸽派所组
成的混合策略将会形成一个进化稳定的群体，不会让任何一方数量增
加。要想证明这种情况很简单；但是，难点在于如何说明一个群体具
体该怎么做。一种解决方案是，假设一个种群中，有8/13的成员拥
有“鹰派”基因，其余成员则有另一种“鸽派”基因，甚至可以是，有相同
比例的成员拥有某一种基因，而其他成员没有，这种基因会让其产生
这样或那样的行为。

显然，上述模型中的两种策略都不尽人意：鹰派能战胜鸽派，但
却在自相残杀中遭受伤亡；鸽派种群内部相安无事，但在面对鹰派时
却完全不占上风。我们需要找到一种方法来减少鹰派之间的冲突，同
时阻止鹰派向胆小的鸽派进犯。也就是说，对于鹰派来说，一方面要
维持其对鸽派的种群优势，另一方面要减少其种群内部的暴力冲突。
因此，这种解决方案就属于“资产阶级策略”。

约翰·梅纳德·史密斯

约翰·梅纳德·史密斯，英国进化生物学家、遗传学家，将数学，尤
其是博弈论引入进化论的研究。他毕业于著名的伊顿公学，并在剑桥
三一学院攻读工程学专业。他在青年时期曾加入共产党，1956年，俄
罗斯军队入侵匈牙利之后，他选择退出。后来，他的科研兴趣发生了
转变，开始进入伦敦大学学院学习遗传学，并在这里担任动物学讲
师。 1958年，他出版了科普专著《演化论》（ The Theory of
Evolution），深受读者欢迎。



从1962年开始，他在苏塞克斯大学工作，是该校的创始人之一。
1973年，他提出了演化稳定策略，这是他在博弈论领域的主要贡献。
他整理了该领域的研究成果，出版了著作《演化与博弈论》
（Evolution and Theory of Games，1982），并在该书中对“鹰鸽博弈”做
了阐述。1977年，他加入了英国皇家学会，1986年，荣获达尔文奖
章，此外还有多项荣誉。欧洲演化生物学会以他的名义设立了一个奖
项，用以奖励该领域的青年学者。

它的应用十分广泛，在各种领域互为依据，并不断衍生出新的发
展，其中一个典型的例子就是罗伯特·阿克塞尔罗德，他将进化论思想
糅合到博弈论中，对多次进行某种博弈的群体展开了合作策略的研
究。

两人以上的博弈

到目前为止，我们讨论的都是双方博弈，包括两人之间、两个公
司之间、两支部队之间，或者概括地说，两个群体之间。这样的话，
就不可能存在两者或两者以上出于弱化其他对手，扩大己方利益的目
的，而结成伙伴关系的情况了。冯·诺依曼和莫根施特恩合著的《博弈



论与经济行为》是第一部研究n人博弈的著作，其中介绍了他们的解决
理念。

n人博弈

冯·诺依曼和莫根施特恩在其合著里探讨了两人以上的博弈。为了
介绍这一部分的主要术语，了解他们寻找解决方案的思路，我们先来
看一个高度简化的经济学案例。三家公司E1、E2、E3，价值均为1英
镑。每家公司都可以通过合作与其他公司联盟，每个联盟的价值可以
提升9英镑。那么，要是两家公司合作，其价值就是11英镑，而三家公
司合作，其价值可达12英镑。假设三家公司各方面实力均等，他们应
该怎样合作？哪种联盟方式更好？收益该如何分配？

这种博弈可以说是一种“特征形式”的博弈。博弈各方和他们的联
盟都拥有稳定的价值，联盟一旦形成，就会像一个新的参与者一样，
代替合作的双方来加入博弈，这样我们就能运用双人博弈的方法来考
虑这个问题。不仅如此，假设每个联盟会努力将自己的收益最大化，
而且该博弈为零和博弈的话，按照我们在之前的章节中所说的，我们
可以通过尽量降低对方收益的方法来实现这个目标。另外还有一个前
提，一旦联盟形成，该博弈就属于完全竞争性的。

现在，我们来分析一下这个问题的结果。如果三家公司都不合
作，那么他们的初始价值都保持不变，即均为1英镑。如果三家公司共
同合作（总价值为12英镑），情况就有了对称性。公平起见，各方均
分得价值4英镑，这样大家都比较满意；这种分配方法可以用一个三项
组合（4，4，4）来表示，从中可以看出各家公司的收益，我们称之
为“估值”。然而，在总价值为12英镑的前提下，还有其他可能的估
值。如果两家公司合作，比如B和C，那么第三方（A）就只能获得1英
镑，其他两家总共获得11英镑；那么一种可能的估值就是（1，5.5，
5.5），不过还有很多其他的可能。由于两家公司都想增加收益，那么
相比前一种情况的估值来说，这一种似乎更有可能被采纳，因为这种
解决方案比第一种更好。



尽管（1，5.5，5.5）的方案似乎最可行，但里面却包含不稳定因
素，那就是公司A。由于A未能达成合作，有可能向其他公司，例如
B，提出让双方收益更高的合作方式，比方说（5，6，1）。现在B就能
有进一步的动作了，以同样的合作要求A继续降低收益，或者C也许会
提出新的合作方案。这个过程可能会无限期地继续下去，力求达到一
种稳定的分配方式，这样该博弈就被认为是可解决的。

冯·诺依曼和莫根施特恩在多人博弈进行分析之后，很快就得出了
结论：没有单一的最佳解决方案。他们认为，这类博弈的解决方案不
是由某个单一的估值来决定的。然而，由于该解决方案其实是某些估
值的集合（即博弈各方的收益），分析显示，并不是所有估值都能包
含在某种解决方案之内，因此他们尝试设置构成解决方案的估值集合
所必须满足的条件。

为了理解这些条件的含义，我们需要引入另一个概念，也就是一
种估值对于另一种估值的“显性优势”。既然我们知道，每一次联盟和
分配的提议都是在前一次提议的基础上形成的，那么新的收益估值就
不是随意得出的，肯定要比之前的估值更加合理。这就意味着，参与
者必须能够形成新的联盟，并得出相应的收益估值，而且他们现在的
收益绝对要比之前提议中的收益更高。

了解了估值和显性优势的概念之后，接下来我们就可以来设置构
成解决方案的估值集合的条件了。主要有两点：

1.对于构成解决方案的所有估值来说，该方案中的任一估值都不具
备显性优势。

2.对于不包含在解决方案中的所有估值来说，该方案中的任一估值
都具有显性优势。

冯·诺依曼和莫根施特恩认为，只要满足这两个条件，那么所提方
案不仅可以避免内部矛盾，而且还代表了社会可接受的行为。这种方
法的运用有很多局限性，其中最主要的一点就是，对于博弈的参与者



来说，不管是任意两者之间，还是所有成员之间，必须始终能够相互
自由沟通。

合作博弈、伙伴关系和收益分配

接下来，我们要分析一系列有关n人博弈的具体情境，每种情境的
难度逐渐增大。我们假设参与者在博弈之前能够相互沟通并达成协
议。跟之前一样，我们要研究的是，哪些联盟方式是可行的，能确保
其收益分配让所有的联盟成员都满意，并决定继续下去。

案例1

三位商人安娜（A）、碧翠斯（B）和塞德里克（C）在达成交易
后，需要分配20万英镑的收益。他们决定遵照简单多数的原则。每人
有一票投票权，至于分配如何实施没有其他限制。要实现简单多数
决，有四种可能的联盟方式：ABC、AB、AC和BC。然而，每一种方
式都包括多种不同的收益分配方案。安娜提议的分配方案是：A=68000
英镑，B=66000英镑，C=66000英镑。碧翠斯提议了另一种对她和塞德
里克有利的方案：A=60000英镑，B=70000英镑，C=70000英镑。而塞
德里克又提出了第三种方案：A=70000英镑，B=0英镑，C=130000英
镑，增加了他自己和安娜的收益。我们之前说过，这类提议还有很多
很多，似乎任何联盟方式都无法让三人满足。该博弈没有均衡点，每
一项提议都可以被另外一个人加以修改，从而形成新的伙伴关系，并
增加合作各方的收益。

在具有伙伴关系的合作博弈中，“解决方案”就是一种稳定的伙伴
关系和收益分配方式。也就是说，它能确保联盟成员之间达成令各方
均能满意的协议。

案例2

现在我们假设，刚才的分配问题需要跟每个人的投资相匹配。比
方说，安娜现在有五票，碧翠斯有三票，塞德里克有一票。那么要决
出多数票，可能的联盟方式有：ABC、AB、AC和A。由于安娜的选票



占多数，她就可以提出一种让自己获得全部收益的方案：A=200000英
镑，B=0英镑，C=0英镑。尽管这种分配并不公平，但却十分稳定。安
娜一定会赞成，没有她就不可能形成伙伴关系；这样一来，该方案就
满足了我们之前提出的定义。在这类博弈中，如果博弈各方以理性的
方式行事，并且独立于其他人的决定，那么其对弈值就是各方一定能
够获得的收益。在案例1中，我们无法确保任意一方所能获得的收益，
那么该博弈的对弈值就是：A=0，B=0，C=0。而案例2的对弈值则为：
A=100，B=0，C=0。

案例3

现在我们将问题进一步复杂化，从而使其更接近现实情况。选举
时，五个政党拥有81个席位，分配情况如下：A=33，B=24，C=15，
D=6，E=3。鉴于各政党都没有绝对多数的优势（41票），他们就需要
结成伙伴关系或者联盟来组成政府。联盟方式将决定预算的分配和责
任的分担。我们不考虑思想上的倾向性，并且假定政府职务的重要性
取决于他们所承担的预算数额。最后，选举严格按原则进行。

在所有可能的政治伙伴关系中（五党联合的有1种，四党联合的有
5种，三党联合的有10种，两党联合的有10种，一党独行的有5种），
可行的有16种。由于各个政党没有多数优势，那任一党派的对弈值就
是0，因为在建立具有执政能力的联盟过程中，任何政党都不是必不可
少的。

数学家、经济学家劳埃德·沙普利就上述情境提出了一个分配体
系，即在某些伙伴关系当中，某一方的参与是具有决定性意义的（如
果该方退出，该伙伴关系将不再具有决胜优势），而博弈各方的对弈
值就与会此类可能获胜的伙伴关系的数量成正比。博弈各方由此获得
的收益值就叫作沙普利值。如果一方对于其所在联盟的决胜优势来说
可有可无，那么该方就不具有决定性意义。

在我们的案例中，各政党共同结盟，任何一方都没有决定性意
义，而在BCDE联盟中，B和C是有决定意义的，因为要是其中任一一
方退出，那剩余各方的联盟就不再拥有多数席位了（如果B退出，该联



盟就只剩24个席位；如果C退出，则只剩33个席位）。而另一方面，D
和E是没有决定性意义的，因为即使其中一方退出，剩余各方的联盟依
然拥有多数席位（如果D退出，该联盟还有42个席位；如果E退出，还
有45个席位）。我们可以依据这些条件来计算出各个政党起决定性作
用的联盟数量，并将结果形成如下表格：

劳埃德·斯托韦尔·沙普利（1923-2016）

沙普利，美国杰出的数学家和经济学家，对博弈论做出了大量贡
献，具有奠基性的意义。他曾在哈佛大学学习数学，并在“二战”期间
担任空军中士，前往中国支援，之后返回校园，并于1948年毕业。他
在兰德公司工作过一年，并于1953年从普林斯顿大学获得博士学位，
当时多名最杰出的博弈论专家都在那里任教。之后，他再次回到兰德
公司工作，直到1981年，他到美国加州大学洛杉矶分校担任教学工
作。

他早在博士论文中，就已经开始介绍一些像沙普利值这样的理
念，并且在长期的工作生涯中，继续发表自己最初的研究成果。1979
年，他加入了美国国家科学院，一生多次获奖，其中包括1981年荣获
的约翰·冯·诺依曼理论奖。



在这些情况下，我们可以按照沙普利提出的方法来分配收益。如
果所有政党同时结盟，且预算为26亿英镑，那么按沙普利值所做出的
分配方案（单位：百万英镑）为：

A=1000

B=600

C=600

D=200

E=200

在任何一种其他的联盟方式中，每一个参与政党所得预算的计算
方法是一样的，但是数额一定会高于这种联盟方式的所得。这种分配



提议所给出的解决方案是稳定的，但不是唯一的，还有多种其他的可
能。然而，不管怎样，在任何一种联盟形式中，只要以这种方式来分
配预算，那么其他任何可能的稳定方案都无法向各个政党分配更高的
预算。

不管是冯·诺依曼还是沙普利，按照他们提出的方法，一方面，解
决方案不是只有一个估值，而是由一系列估值共同构成，另一方面，
我们可以设置一些条件，从而有可能确定某些估值是否可以被囊括于
该解决方案当中。

总览最后两章，你会发现，我们分析的情况越来越复杂，越来越
接近现实情境，而我们在尝试解决这些问题时所运用的数学方法却越
来越不可靠了。这并不是说这些方法不再有效，只是在现实情境中，
冲突与合作相结合，每种情况都有某些具体的特点。这说明，我们在
用数学方法去尝试解决这些问题时，必须要考虑到，这些方法是否有
效，还要看这些问题的具体特点。
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